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Resumen Las aplicaciones gobernadas por datos diné-
micos (DDDAS por sus siglas en inglés) pueden consi-
derarse como un nuevo paradigma en el campo de las
Ciencias Aplicadas y la Ingenieria, en particular en la
denominada “Ingenieria basada en Simulacién” (Simu-
lation-based engineering sciences). Por DDDAS se de-
nomina un conjunto de técnicas que permite la uniéon de
herramientas de simulacién con dispositivos de medida,
de forma que se hace posible el control en tiempo real de
procesos y sistemas. Las DDDAS permiten incorporar
de forma dindmica datos adicionales en una aplicacién
en ejecucién y viceversa, permiten que una aplicaciéon
controle el proceso de medida. Las DDDAS exigen he-
rramientas de simulacion precisas y rapidas, haciendo
uso en lo posible de procesos off-line para limitar el uso
de procesos on-line. Para construir herramientas de si-
mulacion eficientes, en este trabajo se introducen todas
las fuentes de variabilidad como coordenadas adicio-
nales del modelo, de manera que éste puede resolverse
una unica vez y calcular off-line todas las soluciones pa-
ra cualquier valor de los mencionados parametros. Esta
estrategia necesita de la resolucién de modelos definidos
en espacios de un alto niimero de dimensiones, someti-
dos a lo que se conoce como la maldicion de la dimensio-
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nalidad. Los autores han propuesto recientemente una
técnica, denominada Descomposicion Propia Generali-
zada (PGD) que permite evitar dicha “maldicién”. La
yuxtaposicion de las DDDAS y el uso de simulaciones
PGD realizadas off-line abre posibilidades hasta ahora
nunca exploradas en este campo. En el presente traba-
jo se exploran estas posibilidades en su aplicacién a la
estimacién de pardmetros.

A PROPER GENERALIZED DECOMPOSITION

STRATEGY FOR DYNAMIC DATA DRIVEN
APPLICATION SYSTEMS

Summary Dynamic Data-Driven Application Systems
—DDDAS— appear as a new paradigm in the field of
applied sciences and engineering, and in particular in
simulation-based engineering sciences. By DDDAS we
mean a set of techniques that allow the linkage of si-
mulation tools with measurement devices for real-time
control of systems and processes. DDDAS entails the
ability to dynamically incorporate additional data in-
to an executing application, and in reverse, the ability
of an application to dynamically steer the measurement
process. DDDAS needs for accurate and fast simulation
tools making use if possible of off-line computations for
limiting as as possible the on-line computations. We
could define efficient solvers by introducing all the sour-
ces of variability as extra-coordinates in order to solve
off-line only once the model to obtain its most gene-
ral solution to be then considered in on-line purposes.
However, such models result defined in highly multidi-
mensional spaces suffering the so-called curse of dimen-
sionality. We proposed recently a technique, the Proper
Generalized Decomposition —PGD—, able to circum-
vent the redoubtable curse of dimensionality. The ma-
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rriage of DDDAS concepts and tools and PGD off-line
computations could open unimaginable possibilities in
the field of dynamics data-driven application systems.
In this work we explore some possibilities in the context
of parameter estimation.

1. Introduccién

Tradicionalmente la simulacién en Ingenieria ha he-
cho uso de datos estaticos. Estos datos pueden ser para-
metros de los modelos, condiciones de contorno, resul-
tados en distintos instantes de tiempo, etc., obtenidos
usualmente a través de experimentos. Por tanto la pala-
bra estdtico se refiere aqui a parametros que no pueden
cambiarse a lo largo de la simulacion.

Un nuevo paradigma ha emergido en el campo de
la Ingenieria, particularmente aquella basada en la si-
mulacién (“simulation-based engineering sciences”, en
inglés). Las aplicaciones gobernadas por datos dindmi-
cos (dynamic data driven application systems, DDDAS)
constituyen hoy dia uno de los mas importantes retos
que encara la simulacién en ingenieria y ciencias aplica-
das. Por DDDAS nos referimos aqui a un conjunto de
técnicas que permiten la yuxtaposicién de herramientas
de simulacién con dispositivos de medida para el con-
trol en tiempo real de las propias simulaciones. Tal co-
mo las defini6 la NSF norteamericana, “... las DDDAS
permiten incorporar dindmicamente datos adicionales
en una aplicacién en ejecucion y viceversa, permiten a
una aplicacién controlar el proceso de medida” [6].

El término DDDAS fue acunado por F. Darema en
un workshop sobre el tema en 2000. El documento que
inicialmente puso en marcha esta iniciativa decia que
las DDDAS “constituyen aplicaciones de simulacién que
pueden aceptar dindmicamente y responder a medidas
realizados on-line y, a su vez, controlar dichas medidas.
Esta retroalimentacion simbidtica y sinérgica contro-
la el bucle entre aplicaciones, simulaciones y medidas,
constituyendo una nueva linea que puede abrir nuevos
dominios en la capacidad de simulacién, con una ca-
pacidad de repuesta potencial muy alta y crear nuevas
aplicaciones mejoradas. Tiene el potencial de transfor-
mar la forma en que la ciencia y la ingenieria son reali-
zadas e induce un cambio potencialmente benéfico en la
forma en que muchas tareas son realizadas actualmente
en nuestra sociedad, en campos tales como la fabrica-
cién, el comercio, la prediccién de riesgos y la medicina,
por nombrar algunos ...” [15].

Un sistema DDDAS incluye tipicamente diferentes
bloques constituyentes:

1. Un conjunto de modelos de simulacién, muy fre-
cuentemente heterogéneos.

2. Un sistema capaz de manejar datos obtenidos de
fuentes tanto estaticas como dinamicas.

3. Algoritmos para predecir de una manera eficiente el
comportamiento del sistema mediante la resolucién
de los modelos bajo las restricciones impuestas por
los datos.

4. Una infraestructura de software que integre los da-
tos, las predicciones de los modelos, los algoritmos
de control, etc.

Casi una década después del establecimiento del con-
cepto, la importancia del reto se aprecia hoy mejor que
nunca. Como puede apreciarse, ésta trata con discipli-
nas transversales de caracteres muy diferentes: técnicas
de simulacién, conceptos numéricos, control, modelado,
ingenieria del software, manejo de datos y telecomuni-
caciones, entre otras. En resumen, las caracteristicas de
una DDDAS pueden apreciarse en la Fig. 1.

La Fig. 1 identifica tres tipos de interacciones:

1. La propia de los humanos y la simulaciéon
La interaccién entre la simulacién y el sistema fisico.
3. La simulacién y la infraestructura de software y
hardware.

Los sistemas fisicos operan en escalas de tiempo muy
dispares. En la figura (adaptada de [5]) se incluyen al-
gunos valores representativos: desde 10720 Hz para sis-
temas cosmoldgicos hasta 102° Hz para sistemas a la
escala atomica. Los seres humanos, por contra, pueden
considerarse como sistemas operando a frecuencias en-
tre 3 Hz hasta 500 Hz para sistemas hépticos! capaces
de transmitir sensaciones de tacto realistas. Como pue-
de observarse, un aspecto crucial en las DDDAS es el de
la simulacion en tiempo real. Por tiempo real quiere in-
dicarse que la simulacién debe correr al mismo tiempo
(o més rapido) que los datos que estan siendo recolecta-
dos simultdneamente. Esto no es siempre estrictamente
necesario, como en el caso de la meteorologia, donde los
datos recogidos no se incorporan generalmente de ma-
nera inmediata a las simulaciones, pero la mayoria de
las aplicaciones requieren diferentes formas de simula-
cién en tiempo real. En los simuladores quirtirgicos de
tipo haptico, por ejemplo, el resultado de la simulacion,
esto es, la fuerza de reaccion en el instrumental quirirgi-
co, debe trasladarse a los periféricos a una frecuencia
de unos 500 Hz, que es la frecuencia de oscilaciéon de
la mano. En otras aplicaciones, como algunos procesos
de fabricacion, por ejemplo, las escalas de tiempo son
mucho mayores y, por tanto, las simulaciones en tiempo
real pueden durar segundos o incluso minutos.

1 Los sistemas hépticos son aquellos capaces de trasladar al
usuario reacciones en forma de fuerza. Como ejemplo se podrian
citar los simuladores quirturgicos. Los sistemas que, como el cine,
solo transmiten sensaciones visuales realistas operan a unos 30
Hz.
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Figura 1. Estructura de una aplicacién gobernada por datos dindmicos y velocidad tipica de comunicacién entre

bloques.

Como se desprende de la introduccion anterior, las
DDDAS pueden revolucionar la manera de realizar la
simulacion en las proximas décadas. Nunca mas una
Unica simulacién va a ser considerada como medio de
validar un diseno sobre la base de un conjunto de datos
estaticos.

La importancia de las DDDAS en las préximas déca-
das queda de manifiesto en el informe realizado por el
NSF Blue Ribbon Panel on Simulation Based Enginee-
ring Sciences que en 2006 incluy6 a las DDDAS como
uno de los cinco nucleos principales de actividad o re-
tos en el campo para la préxima década, junto con la
simulacién multiescala, la validacién y verificacién de
modelos, el manejo de grandes conjuntos de datos y la
visualizacién. Este panel de expertos concluyd que “...
las aplicaciones gobernadas por datos dindmicos van a
reescribir el libro sobre la validacién y verificaciéon de
modelos de simulaciéon” y que “... se necesita de la in-
vestigacién para usar e integrar de manera efectiva los
sistemas de computacién, los sensores ubicuos, los de-
tectores de alta resolucién, aparatos de imagen, y otros
sistemas de almacenamiento y distribucién de datos y
para desarrollar metodologias y marcos tedricos para su
integracion en los sistemas de simulacién” [20]. Ademds,
la NSF opina que “... la comunidad de DDDAS necesita

alcanzar una masa critica tanto en términos de nime-
ro de investigadores en el campo como en términos de
profundidad, alcance y madurez de las tecnologias que
las constituyen” [6].

Mientras que la investigacién en DDDAS debe in-
volucrar necesariamente aplicaciones, algoritmos ma-
tematicos y estadisticos, sistemas de medida y software,
el trabajo aqui presentado se centra en el desarrollo de
algoritmos matemadticos para la simulaciéon dentro de
estos sistemas. En pocas palabras, nuestro trabajo se
centra en la incorporaciéon de una nueva generacién de
técnicas de simulacién en este campo de las DDDAS que
permita realizar simulaciones més rapidas, que sea ca-
paz de manejar incertidumbre en los datos, fenémenos
multiescala, problemas inversos y otros aspectos que
se discutirdn mas adelante. Esta nueva generacion de
técnicas de simulacién ha recibido el nombre de Des-
composicién Propia Generalizada (Proper Generalized
Decomposition, PGD) y estd recibiendo un grado de
atencién creciente en la comunidad dedicada a la simu-
lacién en Ingenierfa. La PGD se desarrolld inicialmente
para la simulacién con modelos definidos en espacios
con un alto nimero de dimensiones, para ser exten-
dida posteriormente a modelos generales en Mecéanica
Computacional, donde puede considerarse una técnica
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de reduccién de modelos a priori. En la siguiente sec-
cion se desarrollan las ideas principales de esta técnica.

1.1. Modelos que sufren la maldicién de la
dimensionalidad

Existen modelos en Ingenieria que, a pesar del im-
presionante desarrollo de la capacidad de los ordena-
dores actuales, siguen siendo todavia intratables y que,
previsiblemente, nunca lo seran por métodos tradiciona-
les. Por ejemplo, en Quimica Cuéntica, que constituye
el nivel més fino de descripcién de los enlaces atémicos
y moleculares responsables de la estructura de los mate-
riales, la funcién de onda ¥, que representa la distribu-
cién de una particula elemental, se define en el espacio
fisico, esto es, ¥ = W¥(x, t). Su evolucién estd gobernada
por la ecuacién de Schroedinger, que define un modelo
tridimensional transitorio [11]. Sin embargo, cuando se
consideran N particulas, la evolucién de la funcién de
onda asociada ¥(x1,xa,...,xN,t) estd gobernada por
una ecuacién de evolucién en un espacio de dimensién
3N. Si se intenta resolver dicho modelo por una técni-
ca estandar que se apoye en un mallado del espacio y
en la que se consideren, por ejemplo, M nodos en cada
direccién del mismo, x;, el nimero de nodos resultante
alcanza la cifra de M™Y. Con M ~ 203 (una descripcién
grosera en la practica) y N ~ 30 (un sistema atémico
muy moderado) la complejidad numérica del problema
resulta ser de MY ~ 10°°. Es importante recordar que
el nimero de particulas elementales que se presumen en
el universo es del orden de 108°.

La maldicién de la dimensionalidad esta presente,
sin embargo, en muchas otras escalas en la descrip-
cion de la estructura y la mecdnica de los materiales.
Por ejemplo, cuando se considera una macromolécula
lineal, su conformacién puede expresarse dando la po-
sicion de algunos puntos representativos a lo largo de
su longitud o, de manera equivalente, dando los vec-
tores que unen dos de esos puntos consecutivos como
se muestra en la Fig. 2. Dentro de la Teoria Cinética
[7] [16] los sistemas moleculares se describen por una
funcién de distribucién en vez de la especificacién de
la conformacién de cada segmento individual de la ca-
dena, puesto que en los sistemas reales hay demasia-
das moléculas. Asi, la representaciéon vendrd dada por
una funcién ¥(x,qy,qs,---,qyN,t) que proporciona la
fraccién de moléculas que en la posicién x y en el ins-
tante ¢ tienen una conformacién dada por los vecto-
res q,4s, - --,qy- La ecuacién de conservacion de esta
funcién de densidad de probabilidad proporciona una
ecuacién conocida como ecuacion de Fokker-Planck, cu-
ya resolucion estd asi mismo afectada de la maldicién

de la dimensionalidad, ya que esta definida en un espa-
cio de dimensién 3+ 3 x N 41 (el espacio fisico, los N
vectores de conformacion y el tiempo). Incluso para una
descripcion grosera con N ~ 10, el modelo estéd definido
en un espacio de {34 dimensiones!

Figura 2. Descripcién de una macromolécula en el
ambito de la Teoria Cinética.

Otras ramas de la ciencia sufren de esta maldicién
de la misma manera. Por ejemplo en Quimica, cuando el
nimero de moléculas presentes en un sistema es dema-
siado bajo, la aproximacién continua basada en la intro-
duccion del concepto de concentracion no resulta vélida.
Esta situacién se da, por ejemplo, en el modelado de la
expresion genética [23]. En este caso el estado del siste-
ma se define por el nimero de moléculas de cada una de
las N especies coexistentes: W(#S1, #Sa,...,#SN,t).
De nuevo, la evolucién del sistema, gobernada por la
denominada ecuacidn maestra (“chemical master equa-
tion”), se define en un espacio multidimensional que
hace imposible su tratamiento por técnicas tradiciona-
les basadas en el mallado de dicho espacio. Ejemplos
similares pueden encontrarse en multitud de ramas de
la ciencia y la ingenieria pero para los propdsitos del
presente trabajo los ejemplos expuestos son suficientes.

Los modelos anteriores parecen estar alejados de la
practica habitual de la Mecanica Computacional, pero
a lo largo del presente trabajo se mostrara cémo los mo-
delos habituales en esta disciplina pueden enriquecerse
mediante la adicién de nuevas coordenadas, dando lu-
gar a nuevas posibilidades hasta ahora no exploradas.
Imaginese el lector, por ejemplo, que esta interesado en
la resolucién de la ecuaciéon de Fourier de transmision
del calor, pero que desconoce el valor de la conducti-
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vidad térmica del material en cuestion. Esto puede ser
debido a la naturaleza estocéstica del mismo o simple-
mente porque antes de resolver el modelo debe haberse
realizado una medida experimental de dicho parame-
tro. En este caso, existen tres posibilidades al alcance
del ingeniero: (i) esperar hasta que dicha conductividad
sea medida (una solucién conservadora a todas luces)
(ii) resolver la ecuacién para un ndmero suficientemen-
te grande de valores de la conductividad de forma que
cuando la conductividad sea medida la solucién pueda
evaluarse (una aproximacién al problema que podria
denominarse de “fuerza bruta”) (iii) resolver la ecua-
cién una tnica vez, pero para cualquier valor de la con-
ductividad (sin duda la opcién a priori més inteligente).

Obviamente la tercera posibilidad es la més exci-
tante. Para calcular esta solucién “magica”, valida pa-
ra cualquier valor de la conductividad basta introducir
la conductividad como una nueva coordenada, jugando
el mismo papel que las coordenadas espaciales y tem-
porales habituales, incluso si la ecuacién no incorpora
derivadas de esta nueva variable. Como se verd, este
procedimiento funciona, y muy bien, y puede generali-
zarse a cualquier otra extra-coordenada: término fuen-
te, condiciones iniciales, . .. Es facil imaginar, asimismo,
que tras realizar este tipo de cédlculos, la identificacién
inversa de parametros o la optimizacién son procesos
faciles de realizar.

Pero el sueno no ha terminado. Son muchos los mo-
delos que esperan nuevas reformulaciones. En el campo
de la optimizacién de forma los pardmetros geométricos
pueden introducirse en el modelo como nuevas coorde-
nadas, permitiendo asi el calculo de la soluciéon para
todas las geometrias posibles y, a partir de ellas, iden-
tificar la éptima (en muchos casos un éptimo global en
vez del 6ptimo local que a menudo proporcionan las
estrategias habituales). En el modelado multiescala las
escalas fina y grosera de la descripcién (y eventualmen-
te cualquier otra escala intermedia) pueden coexistir
y ser resueltas simultdneamente si la maldicién de la
dimensionalidad es evitada. De la misma forma, la ho-
mogeneizacién no lineal puede realizarse resolviendo el
problema termomecénico al nivel microestructural para
cualquier trayectoria de carga, consideradas éstas como
nuevas dimensiones del modelo.

1.2. Rutas hacia la eliminacion de la maldicion de la
dimensionalidad

Todo lo anterior parece apasionante, pero la cues-
tién principal permanece sin resolver: como resolver la
maldiciéon de la dimensionalidad. Para ello se han pro-
puesto diferentes técnicas, siendo la simulaciéon de Mon-
te Carlo la técnica méas comun. La principal desventa-

ja es el ruido estocastico asociado cuando se calculan
variables que no sean los momentos de la funcién de
distribucién. Otra posibilidad es el uso de sparse grids
[10], en un marco determinista, pero esta técnica no
proporciona una solucién definitiva cuando el nimero
de dimensiones sobrepasa un cierto valor, que suele ci-
frarse en unas 20 dimensiones.

Hasta donde llega nuestro conocimiento, existen po-
cos precedentes de técnicas deterministas capaces de
evitar la maldicion de la dimensionalidad de manera efi-
ciente para un gran ntumero de dimensiones. Las apro-
ximaciones de tipo Hartree-Fock son habituales en la
quimica cudntica [11]. Los autores han propuesto re-
cientemente una técnica basada en la representacion
separada de la solucién [3] [2] que opera mediante la
expresion de una funcién genérica multidimensional
w(z1, 2, ..., TN) como u(x1, T, ..., TN) ~ 2?:1 Fl(xq)-

Nota 1 En la expresion anterior las coordenadas x;
denotan cualquier coordenada, escalar o vectorial, in-
cluyendo el espacio fisico, el tiempo o cualquier otra
coordenada del espacio de conformacion, como puede
ser la conductividad discutida en el ejemplo anterior.

De esta forma, si se utilizan un total de M nodos para
discretizar cada coordenada, el niimero total de incégni-
tas del problema es Q@ x N x M en vez de MY en un
método que utilice un mallado del espacio. Debe re-
saltarse que las funciones anteriores no se conocen a
priori, sino que se calculan por el propio método al in-
troducir la representacion separada de la solucién en la
forma débil del problema, dando lugar a un problema
no lineal. El lector interesado puede acudir a [13] para
encontrar mas detalles sobre los aspectos algoritmicos
y de implementacién del método. La construcciéon de la
aproximacion detallada anteriormente se ha denomina-
do proper gemeralized decomposition o descomposicion
propia generalizada, ya que dicha descomposicién no es
ortogonal en general, pero en muchos casos el nimero
de términos es muy proximo al éptimo que se obtiene al
aplicar la proper orthogonal decomposition o descompo-
sicién propia ortogonal o la equivalente descomposicion
en valores singulares.

Como se desprende de lo anterior, la complejidad de
la solucién escala linealmente con la dimensién del es-
pacio en el cual se define el modelo, en vez de la mencio-
nada evolucién exponencial de los métodos que utilizan
una malla. En general, para un gran nimero de mode-
los, el nimero de funciones necesarias para una buena
aproximacién de la solucién, @, es muy reducido (unas
decenas, habitualmente muy pocas) y en todos los casos
la aproximacién converge hacia la solucién asociada al
producto tensorial completo de las funciones de base en
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cada dimension, x;. Puede concluirse, por tanto, que la
representacion separada de la solucion tiene un caracter
totalmente general, pero que la optimalidad depende de
las caracteristicas de la solucién.

Este tipo de representaciéon separada no es, de he-
cho, nuevo en la literatura. Hace muchos anos ya se
usaban aproximaciones similares en el contexto de la
Quimica Cudntica [11]. La principal diferencia estriba
en la construcciéon de la representacion separada. En
el contexto de la Mecanica Computacional hay —hasta
donde llega nuestro conocimiento— un tnico preceden-
te, la denominada aproximacién radial de Pierre Lade-
veze, incluida en el método LATIN a mediados de los
anos ochenta. En esa época, Ladeveze buscaba un un
método eficiente para resolver modelos no lineales, tras
observar que, en general, dichos modelos habitualmen-
te constan de una parte no lineal que suele ser local en
el espacio fisico y una parte lineal (la relativa al equi-
librio) que es global. Este fue el primer ingrediente de
un método numérico muy eficiente, denominado LATIN
(LArge Time INcrement method). Pero para acelerar
la solucién hacia falta un nuevo ingrediente. Ladeveze
propuso para ello emplear una solucién separada en el
espacio-tiempo [17]

Q
u(a,t) ~ Y Xi(x) - Ti(t).
i=1

Si analizamos la eficiencia de esta aproximacién sepa-
rada la conclusién es que para muchos modelos es sim-
plemente sorprendente [4]. Si se considera un modelo
transitorio estandar en el espacio fisico tridimensional
y, asociado a él, P pasos de tiempo de integracion, las
estrategias habituales deben resolver P problemas tridi-
mensionales, generalmente no lineales (téngase en cuen-
ta que P puede ser del orden de millones). Sin embargo,
la aproximacién radial de Ladeveze (que hoy denomi-
narfamos PGD en espacio-tiempo) debe resolver alre-
dedor de @) - m problemas tridimensionales para calcu-
lar las funciones de espacio X;(x) y @ - m problemas
unidimensionales para las funciones T;(t), donde m es
el nimero de iteraciones necesarias para calcular cada
término de la aproximacién, debidas a la naturaleza no
lineal del problema resultante). Puesto que @ -m ~ 100
en la mayoria de los modelos, el ahorro computacional
puede alcanzar varios érdenes de magnitud (millones o
més).

Pero si volvemos a los modelos multidimensionales
que involucran al espacio fisico, al tiempo y un cierto
namero de extra-coordenadas “exdéticas”, el veredicto
resulta implacable: la PGD multidimensional permite
resolver modelos nunca resueltos con anterioridad y que
han sido calificados de irresolubles en innumerables oca-
siones. En muchos casos, la PGD permite resolverlos en

minutos en un ordenador portatil. Paradojas de la His-
toria.

La solucién de modelos fisicamente multidimensio-
nales de la Quimica Cuéntica, la descripcién proporcio-
nada por la Teoria Cinética para fluidos complejos y la
chemical master equation has sido analizadas en profun-
didad en algunos de los trabajos anteriores de los auto-
res [3] [2] [12]. Los modelos paramétricos se analizaron

n [22]. El modelo térmico analizado en [18] contenia
25 parametros, todos ellos considerados como extra-
coordenadas. El acoplamiento entre EDO y EDP en
un contexto multiescala se analiz6 en [21]. Finalmente,
en [19] se analiza la optimizacién de forma suponiendo
que todos los parametros que definen la geometria son
extra-coordenadas.

2. Sistemas dindmicos paramétricos
gobernados por datos dinamicos

Como se ha mencionado anteriormente en la intro-
duccion, el objetivo del presente trabajo no es dar a
conocer las DDDAS, sino proponer un nuevo método
de simulacién que permite aprovechar de manera ven-
tajosa las caracteristicas del mismo en el &mbito de las
DDDAS. En lo que sigue nos centraremos en un modelo
simple gobernado por una ecuacion diferencial ordinaria
paramétrica. Esta clase de modelos se encuentra a me-
nudo en el modelado de la fisiologia, de la epidemiologia
y muchos otros dmbitos [8] [9], en los cuales los pardme-
tros del modelo deben ser identificados a partir de los
datos dindmicos que provienen de sensores y aparataje
médico.

Se considera un sistema dinamico gobernado por la
siguiente ecuacién diferencial ordinaria (EDO):

CC%L = Ek(uoo — u) (1)
donde u = u(t), t € (0,tmax] y cuya condicién inicial es
u(t =0) = ug con uy < Uso.

El estado estacionario de la Ec. (1), esto es, la so-
lucién a largo plazo, viene dada por u(t — 00) = Ueo,
mientras que la velocidad de aproximacién a esta so-
lucién depende del pardmetro k que se supone desco-
nocido (asi es, en efecto, en el control de la diabetes,
por ejemplo) y que es susceptible de evolucionar en el
tiempo de una forma no predecible a priori.

La solucién de la Ec. (1), con el pardmetro k su-
puesto constante, puede obtenerse facilmente:

(oo — ug)e ™. (2)
La identificacion del parametro k£ es un punto clave en
muchas aplicaciones tales como el diagnéstico de la dia-

betes [1]. Para identificar dicho pardmetro deben rea-
lizarse diferentes medidas experimentales en diferentes

w(t) = U —
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instantes de tiempo, que constituyen precisamente el
aporte de datos dindmicos reflejado en el titulo de este
trabajo:

t g
tp ip

El reto fundamental radica entonces en la identificacion,
tan rapida como sea posible, del mejor parametro k en
cada intervalo [t;,f; 1], coni=1,...,D — 1.

En lo que sigue, y sin pérdida de generalidad, se su-
pone que los intervalos [t;,%;1;] tienen la misma lon-
gitud, esto es, tjz1 —t; = A, i = 1,...,D — 1. El
pardametro desconocido k toma valores en el intervalo
[Kmin, Fmax] con Emin > 0 Y kmax > kmin. La solucién
mas general que permite un conocimiento completo de
u(t) bajo todas las circunstancias posibles radica en la
resolucién, una unica vez, y realizada off-line, como se
probaré después, de la ecuacién:

% = k(uoo —u), t€(0,4] )
u(t =0) = u°,
suponiendo que la condicién inicial u® y el pardme-
tro del modelo k son extra-coordenadas. Asi, se de-
berfa calcular la solucién tridimensional u(t, k, u"), con
t € (0, tmax), £ € [Kmin, bmax) ¥ u° € [tug, uso].

Nota 2 El cdlculo off-line de u(t, k), con t € (0, tmaql,
k € [kmin, kmaz), basta inicamente cuando el pardmetro
k es constante en (0,t;,q4q). Esto se probard mds ade-
lante. De esta forma, resulta estrictamente necesario el
cdlculo tridimensional que involucre tanto al pardmetro
del modelo como a la condicion inicial, tomados como
coordenadas adicionales del modelo.

El modo més sencillo de resolver la Ec. (4) consiste
en la definiciéon de valores discretos de todas las coor-
denadas del modelo: (t1,t2,...,tp), (k1,ka,...,kN) ¥
finalmente (ul,u3,...,u,). Sin pérdida de generalidad
se supone aqui que estos valores estdn uniformemen-
te distribuidos, i.e., t;41 —t; = hy, 0 = 1,..., P — 1;
kiy1 — ki = hg, coni = 1,...,N — 1 y, finalmente,
ufyy —ud =hy,coni=1,...,M—1.La Ec. (4) puede
integrarse, por ejemplo, usando un esquema de diferen-
cias finitas, cuyas limitaciones se expondran posterior-
mente. Se considera aqui la estrategia mas simple, un
esquema de Euler explicito aunque, obviamente, exis-
ten otros posibles esquemas mas precisos. Puesto que
la Ec. (4) no presenta derivadas respecto de las extra-
coordenadas (el pardmetro del modelo y la condicién

inicial), la integracién de la susodicha Ec. (4) se redu-
ce a la solucién de un sistema de N x M ecuaciones
diferenciales ordinarias desacopladas:

; ()

e — o (uss — u™®), t € (0, 4]
u(t =0) = ug,

Vr,s € [1,...,N]|x[1,..., M],ydonde u"*(t) = u(t; ky, u?).

La integracién de la Ec. (5) por diferencias finitas me-
diante un esquema de primer orden proporciona Vr, s, €
1,...,N] x[1,...,M],

s _ .0
uy”” = ul
w;t = w4 hy ke (use — %), Vi€ [2,..., P,

(6)

que permite calcular u."® = u(t;, ky,ul) = u((i — 1) -
hiy kmin + (r— 1) - hi, ug + (s — 1) - hy,).

Una vez conocido el valor de u*, se ilustra ahora la
forma de identificar el pardmetro k. Se considera ahora
la restriccién de u(t, k,u®) a u(t = A =1, k,u’® = u,),
y se busca la interseccién de dicha solucién con el valor
experimental 4, punto que determina el mejor valor
del pardmetro k en el intervalo (0,;], k1, tal como se
ilustra en la Fig. 3.

Se considera ahora la restriccién de u(t, k, u®) a u(t =
A, k,u® = ;). Se busca la interseccién de esta solucién
con el valor experimental o, punto que determina el
mejor valor del pardmetro k en el intervalo [t;,%s], ko,
tal como se muestra en la Fig. 4.

Este proceso continua hasta la identificacién de to-
dos los parametros 6ptimos 1211, ceey k D, relativos al mo-
delo definido en todo el dominio temporal (0, tyax]-

Puede observarse que la integracién en el dominio
temporal se realiza a partir del conocimiento de u;
unicamente, a pesar de la usual variabilidad del parame-
tro del modelo, k, y que ésta es calculada una unica vez
y off-line (es decir, estos cédlculos no tienen que reali-
zarse in situ en presencia del paciente, sino que se han
calculado y sus resultados almacenado previamente).
Puesto que la condicién inicial u® se introdujo como
una coordenada adicional del modelo, el proceso de in-
tegracion se puede adaptar dindmicamente (on-line) a
partir de los datos medidos por los sensores, adaptando
el valor del pardametro k para alcanzar el valor registra-
do por aquellos, valor que se considera como condicién
inicial para la integracion en el siguiente intervalo tem-
poral A.

Tal como se menciond anteriormente si, en vez de
calcular u(t, k,u°), con t € (0, A, se calcula u(t, k) con
t € (0, tmax| a partir de la condicién inicial dada, ug, se
podria calcular el valor de k tan pronto se dispusiera de
un valor medido experimentalmente, o bien tomando el
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Figura 3. Primer paso en el proceso de identificacién del parametro k.
294 u(£=ﬁ,k,ul)
A
D O 7 .
| #o=uy 2 —
| | |
| I
| |
[ |/
\ Voo ——— >
l » kL
: » i
|
|
|
|

Figura 4. Segundo paso en el proceso de identificacién del parametro k.

compromiso para ajustar el valor para todos los datos
experimentales disponibles. Sin embargo, no seria posi-
ble tener en cuenta el cambio del valor del parametro
y ello implicarfa la integracién on-line (esto es, en pre-
sencia del paciente) del modelo u(¢, k) en cada intervalo
de tiempo t € (£;,f;41), tomando el dato disponible i,
como condicion inicial. La desventaja de dicha aproxi-
macién al problema radica precisamente en la necesidad
de realizar integraciones on-line, un hecho que limita se-
riamente su aplicabilidad en el control en tiempo real y
por tanto en el &mbito de las DDDAS.

Nota 3 Si el paso de tiempo entre dos medidas conse-
cutivas A es constante, se puede asegurar que el ultimo
paso de integracion tp coincide con A. Sin embargo,
el dato u; raramente coincidird con la condicion inicial
ul. A este respecto, existen diferentes posibilidades:

considerar el valor u mds cercano a ;.
; ; 0 0
. considerar los dos valores vecinos ug, 1 y uy que per-

o~

mitan definir un intervalo al que pertenezca kiyq.

3. considerar la solucidén interpolada a partir de u(t =
Akul ) yult = Ak,ul). En lo que sigue se
consideran estas tres alternativas.

2.1.  Un ejemplo numérico

Para ilustrar los métodos desarrollados anteriormen-
te, se considera ahora un modelo dindmico como el da-
do por la Ec. (1), donde use = 1, ug =0, t € (0,2] y
el pardmetro desconocido de la ecuacién, k € [0,2]. El
campo u se mide a intervalos de tiempo ¢t = i - A, con
i=1,...,10 y A = 0,2. Finalmente, la representacion
de la solucion se realizé en una malla uniforme definida
por P =200, N =60 y M = 160.

Se consideran dos escenarios posibles. El primero es
aquel en el que las medidas experimentales provienen de
la solucién analitica de la Ec. (1) con k = 0,5, supuesta
constante en todo el intervalo temporal. En este caso
los valores medidos en los instantes £ = 0,2, 0,4, ...,
2,0 vienen dados respectivamente por u = 0,095, 0,181,
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0,259, 0,329, 0,393, 0,451, 0,503, 0,451, 0,503, 0,551,
0,593, 0,632.

La Fig. 5 muestra la solucién u, restringida al ins-
tante t = A, i.e., u(t = A, k,u°).

0.4

0.2

Figura 5. Solucién u(t = A, k,u°).

La Fig. (6) muestra la restriccién de la solucién
u(t = A k,u%) de la Fig. (5) para la condicién ini-
cial dada u® = u, = 0, esto es, u(A,k,0). La solucién
u(A, k,0) se muestra en azul, mientras que la solucién
de referencia w; = 0,095 se muestra en rojo. La in-
terseccion de ambas curvas muestra el pardmetro opti-
mo k que en este caso resulta muy cercano al exacto,
k = 0,5 usado para calcular los valores que actiian como
medidas “experimentales”, (f;,;), puesto que el valor
u® = 0 coincide con el valor discreto del eje de condicio-
nes iniciales. Asi, nos encontramos con una unica curva

u(k) = u(t = A, k,uf).

0.35

03+ |

0.25+ o

02- 4

0.15 o

0.1t 7

0.05 4

Figura 6. Solucién u(k) = u(t = A, k,0).

La solucién para el instante 5 se obtiene al parti-
cularizar la solucién general u(t, k,u%) de nuevo para
t = A, pero para una condicién inicial u® = @{. Puesto
que dicho valor u° = @} no coincide con ninguno de
los valores discretos del eje de condiciones iniciales, se
consideran ahora las soluciones para los dos valores mas
préximos, en este caso uly y ul,. La Fig. (7) muestra
ambas curvas, u(t = A, k,ulg) y u(t = A, k,uf,), cuyas
intersecciones con la curva de referencia u = uy = 0,181
determina el intervalo al cual pertenece el pardmetro k
6ptimo: ky € [0,469, 0,504].

0.4 T

0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 7. Soluciones u(k) = u(t = A, k,uly) y u(k) =
u(t = A, k,ud,).

Se podria obtener una estimacién mas exacta del
parametro por interpolacién. La interpolacién mas sim-
ple, lineal, consiste en la construccién del valor u'™ a
partir de los valores u(t = A, k,ul) y u(t = A, k,ul,)
de acuerdo a

u™ = u(t = A k,u?)
i —ul
h 5 (U(t = A7 k7u2+1) - U(t = Av k7u(s)>) (7)

La Tabla 1 muestra los diferentes intervalos obteni-
dos en la estimacion del pardmetro, [Emin, l;max]. Obvia-
mente, cuanto mas refinada sea la representacion, esto
es, mayores N y M, menor es el intervalo de estimacion.
La tdltima columna de la tabla muestra la identificacién

mejorada obtenida por interpolacién segin la Ec. (7).

2.2. Un segundo ejemplo numérico con variacién
aleatoria del parametro

En lo que sigue se considera un segundo escenario
ligeramente diferente. En este caso el pardmetro k se
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f I exacto kmin kmax kint
0.2 | 0.095 0.5 0.500 | 0.500 | 0.500
0.4 | 0.181 0.5 0.469 | 0.504 | 0.499
0.6 | 0.259 0.5 0.493 | 0.531 | 0.499
0.8 | 0.329 0.5 0.466 | 0.508 | 0.499
1.0 | 0.393 0.5 0.473 | 0.519 | 0.499
1.2 | 0.451 0.5 0.477 | 0.529 | 0.499
1.4 | 0.503 0.5 0.485 | 0.542 | 0.499
1.6 | 0.551 0.5 0.439 | 0.502 | 0.499
1.8 | 0.593 0.5 0.469 | 0.539 | 0.499
2.0 | 0.632 0.5 0.450 | 0.527 | 0.499

Tabla 1. Estimacién del pardmetro para k®*a¢t® = (5.

E @ Jexacto kint
0.2 | 0.150 0.811 0.811
0.4 | 0.360 1.423 1.422
0.6 | 0.469 0.930 0.930
0.8 | 0.537 0.685 0.685
1.0 | 0.650 1.405 1.404
1.2 | 0.740 1.480 1.479
1.4 | 0.784 0.939 0.938
1.6 | 0.809 0.611 0.611
1.8 | 0.836 0.758 0.758
2.0 | 0.863 0.909 0.908

Tabla 2. Estimacion de los intervalos del parametro
cuando éste evoluciona aleatoriamente.

define de manera aleatoria en cada intervalo de tiempo
(tistiz1),i=1,...,D = 10, de acuerdo a la expresion

kexacto —

Eefpe-Ud, (8)

donde k*f = 1,0, ¢ = 0,5 y U denota una variable alea-
toria con distribucién uniforme en el intervalo [—1, 1].
La Tabla 2 muestra los pardmetros identificados. De
nuevo puede apreciarse la gran exactitud obtenida me-
diante la técnica de interpolacion.

2.3. Una formulacién alternativa

Dado el cardcter lineal de la Ec. (1), es posible es-
cribir la solucién de la misma como la suma de la so-
lucién general de la ecuacién homogénea (en adelante,
u”) més una solucién particular de la ecuacién comple-
ta (en adelante, u¢):

du® h _
S+ ku" =0

ul(t =0) = ©)

(10)

Si se realiza ahora el cambio de variable u = 1 + @ se
tiene, para la Ec. (9),

dit ~

au 4k k=0

@ T Ru A+ ( 1 1)

a(t =0) =0.

La solucién de las Ecs. y (10) y (11) se busca ahora
acudiendo a la descomposicion propia generalizada, am-
pliamente analizada en algunos de los trabajos anterio-
res de los autores (véase, por ejemplo, [13] [14]) v que se
resume brevemente en la seccién final de este articulo.

( k)~ ZN’L Th(t) - K] (k) =
ul (k) R L 3 Th(t) K(k), (12)
uc( ; )%ijl T (¢) - K5(k),

a partir de la cual, la solucién general de la Ec. (1)
puede construirse como

u(t, k) = us(t, k) +u® - ul(t, k), (13)

que verifica, a su vez,

=u(t=0,k) +u® ul(t =0k)=u’ (14)

Esta sencilla técnica permite resolver problemas bi-
dimensionales en vez de los tridimensionales que resul-
tarfan de la resolucién para cualquier condicién inicial.
Sin embargo, su aplicacién estd restringida al caso li-
neal inicamente. En el caso no lineal podria aplicarse
tras la linealizacién consiguiente.

2.4. Discusion

En el presente trabajo se ha propuesto una metodo-
logia de estimacién de pardmetros dindmicos haciendo
uso de una solucién general calculada off-line. Los pri-
meros resultados mostrados en las secciones precedentes
permiten concluir que la técnica desarrollada puede ser
aplicada potencialmente en el entorno de una DDDAS.

La solucién general u(t, k,u’) se definié en un es-
pacio tridimensional en el cual se definié el sistema
dindmico original. La introduccién de extra-coordenadas
ha sido el precio a pagar para poder calcular una solu-
cién suficientemente general para poder ser usada on-
line sin la necesidad de posteriores integraciones del
sistema dindmico. De esta forma, las tareas a realizar
on-line constituyen un mero post-proceso de la solucién
general. Dado que el sistema resultante era tridimensio-
nal, de una dimensionalidad moderada, esta integracion
pudo realizarse numéricamente aplicando un esquema
de diferencias finitas extremadamente sencillo, que en
el caso de las secciones anteriores contenia un total de
N x M ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas.
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Los modelos que involucran muchos campos o mu-
cho pardmetros (o ambos) limitan el uso de técnicas de
discretizacion estandar, debido precisamente a la mul-
tidimensionalidad del modelo resultante. La necesidad
de usar mallas suficientemente finas para representar
las soluciones impide su integracion, e incluso el alma-
cenamiento de los resultados.

Una posibilidad para evitar las dificultades asocia-
das con la maldicién de la dimensionalidad radica en el
uso de descomposiciones propias generalizadas, tal co-
mo se discutié en la primera seccién. Estas se aplican
en la solucién del sistema dindmico considerado ante-
riormente en la siguiente seccion.

3. Descomposicién propia generalizada de
sistemas dinamicos

A partir de este momento se ilustra la construccién
de la descomposicién propia generalizada aplicada a los
sistemas dindamicos analizados en las secciones previas:

% = k(uoo - u)a te (0’ A]
u(t =0) = u”,

cont el =(0,4], k €N = [knin, kmax] y u° € I =
[Ug, Uoo]-

Como se ha comentado anteriormente, se pretende
introducir tanto el parametro del modelo, k, como la
condicién inicial, u°, como coordenadas adicionales en
la definicién del problema. Para introducir la condicién
inicial en la EDO se practica el siguiente cambio de
variable:

(15)

i =u+u’, (16)

que, introducido en la Ec. (15) anterior proporciona
(17)

Como caracteristica fundamental de la descomposicién
propia generalizada , ésta busca la solucién de la Ec.
(17) en la forma

Q
i~ Zn(t) - Ki(k) - Ui(u?). (18)

Puesto que la descomposiciéon propia generalizada es
un método a priori, es decir, no supone ninguna forma
particular de las funciones T3, K; o U;, éstas deben ge-
nerarse durante la ejecuciéon del método, dando lugar a
un problema no lineal que se describe a continuacién.
Dentro del proceso iterativo inherente a los problemas

no lineales, supéngase que se tiene construida la apro-
ximacion en la iteracion n < Q:

i~ ST - Kok - Us(ud), (19)

de forma que en la iteracion actual se busca el siguiente
producto funcional Ty, 41 (¢) - Kpy1(k) - Upy1(u?). Con el
objeto de simplificar la notacién este producto de fun-
ciones se denotard en adelante como R(t)-S(k)- W (u).
Antes de resolver el problema no lineal a que da lugar la
busqueda de estas tres funciones se impone una lineali-
zacion del mismo. La eleccién més sencilla consiste en
el uso de un esquema de iteraciéon por punto fijo en di-
recciones alternadas. El mismo supone secuencialmente
que tanto S(k) como W (u") se conocen de la iteracién
precedente y procede calculando R(¢). Con esta fun-
cién R(t) recién actualizada y con la W (u") anterior,
procede a determinar S(k) y, finalmente, con las fun-
ciones R(t) y S(k) recién obtenidas, procede a determi-
nar W (u). El procedimiento continua hasta alcanzar
la convergencia. Las funciones asi determinadas per-
miten definir el siguiente término de la aproximacion,
Tnar(t) = R(t), Knga (k) = S(k) y Unsr = W(u).

Se ilustran a continuacién cada uno de los pasos
anteriores.

3.1. Célculo de R(t) a partir de S(k) y W (u®)

Considérese la forma débil del problema (15):

/ " <8u — k(uso —uo—ﬂ)) dt dk du® = 0,
IXRXS ot

(20)

en las que las funciones de aproximacién y ponderacion,
respectivamente, son

a*(t, k,u’) = R(t)* - S(k) - W (u") (22)
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Introduciendo (2
obtiene

/ R*-S-W (d
IXNXE dt

dT
= — R*.S- W
/I><N><% (Z dt

=1

1) y (22) en la forma débil (20) se

n
—I—Zk-Ti-Ki-Ui—hum—l—k-uO) dt dk du”
i=1

(23)
Puesto que todas las funciones dependientes de la coor-
denada paramétrica k y de la condicién inicial u® son
conocidas, puede realizarse la integracién de las mismas
en sus dominios respectivos N x . Teniendo en cuen-
ta la siguiente notacién para facilitar el desarrollo que
sigue:

= [ W2du®
= [ Wdu®
wa = J5 Wu (24a)
= fg u? - Wdu®
wh = [( W - Udu®
= [ S*dk
= [y k- S*dk
s3 = [y k- Sdk (24b)
sh= [y S Kidk
st = [y k- S Kidk
= [} R?dt
= f]R' %
rs = [; Rdt (24c)
ri = fIR~ dthidt
ri = [, R-Tdt
la Ec. (23) se reduce a
/R <w1 S1 - dR+w1 So - R)dt:
+Zw4 sr- 5 — Way - 83 - U + W3 - 53> dt. (25)

La Ec. (25) representa la forma débil de la EDO que de-
fine la evolucién temporal del campo R(t) y que puede
resolverse mediante cualquier técnica de discretizacién
estabilizada habitual (SU, discontinuous Galerkin, etc.)
La forma fuerte de la Ec. (25) quedaria entonces:

R
7+U)1'82'R:f(t),

wq - S1 - di

(26)

S-W+k-R-S- W)dtdk:duo—

con

(Zw4 s5 - Ty — wy - 53+ Uoo + W3 - S3>,
(27)

ecuacion que puede integrarse usando alguna técnica
apropiada (Euler, Runge-Kutta, etc.).

3.2. Célculo de S(k) a partir de R(t) y de W (uP)

En este caso, la funcién de ponderacién puede escri-
birse como

a*(t, k,u) = S*(k) - R(t) - W (uP). (28)

La forma débil del problema asi definido quedaria:

/ S*~R-W~<dR S W+k-R-S- W) dt dk du® =
IXNXE d

T
:_/ S* R-W. dz.
IXNXS ; dt

=1

+§ k-Ti-Ki-Ui—k-uoo—i-huO)dtdkduo,
i=1
(29)

que, tras integracién en el espacio I X & y teniendo en
cuenta de nuevo la notacién definida en (24) proporcio-
na:

/S’ (ro-wy-S+r-w-k-S)dk
/S* (Zw4 ri- K+

+Zk w4 7’5 i — Wy T3 k- Use + W3 T3+ k)dk.
(30)

A diferencia del caso anterior, la Ec. (30) no involucra
ningun operador diferencial, quedando la forma fuerte
del problema

ro-wy-S+r-w kS =gk), (31)

donde
— (Z wh-rh - K+
i=1

+Zk-wi~ré-Ki—wg-rg-k-uoo+w3-r3~k>,

(32)
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que representa una ecuacion algebraica. Se observa, por
tanto, que la introduccién de pardmetros como coorde-
nadas adicionales del problema no tiene un efecto re-
levante en el coste computacional del problema en su
formulacién PGD.

3.3. Calculo de W (u) a partir de R(t) y S(k)

En este ultimo caso la funcién de ponderacion re-
sulta ser

a(t, k,u®) = W*(u®) - R(t) - S(k). (33)

La forma débil del problema resulta ahora:

/ W*-R~S~<dR-S-W+k-R~S~W>dtdkdu°:
ITXRXS dt

n
T
:_/ W*-R-S- @.Ki.(]ﬁ_
IXRxS — dt

+Zk-Ti-Ki-Ui—k-uoo+k-u0> dt dk du®,
=1
(34)

que, tras integracién en el espacio I X X y teniendo en
cuenta la notacién establecida en (24), proporciona

/W*'(r2~51~W+r1~52~W)duO:
/W*'(Zwé'si'Ui+
S i=1

+Zwi'sé'Ui—w2'83-uoo+w3-33-u0> du®.
i—1
(35)

La Ec. (35) no involucra ningin operador diferencial.
Por tanto, la forma fuerte de (35) quedarfa

(ro - 81471 -82) - W = h(u?), (36)

con

n
h<u°>=—<2wi'83'Ui+
=1
+ Zw}l.sf},-Ui—wz-83~uoo+w3'83'uo>v (37)
i=1

que resulta ser, de nuevo, una ecuaciéon algebraica.

3.4. Descomposicion de la solucion

La solucién del problema presentado en la Ec. (15)
se puede descomponer, como se ha comentado, en su-
mas de productos de funciones separadas de las varia-
bles ¢, k, y u°, tal y como se muestra en la Fig. 8.

En dicha aproximacién se han empleado 15 sumas
de productos, para obtener una precision en la apro-
ximacién de 10~#. Obviamente, es posible obtener me-
nores cotas de error empleando un niimero mayor de
funciones en la aproximacién.

4. Conclusiones

El presente trabajo constituye un primer intento de
definir métodos rapidos capaces de realizar simulaciones
on-line a partir de una solucién suficientemente general
definida off-line. Este algoritmo podria ser incluido en
un marco de aplicaciones gobernadas por datos dindmi-
cos (DDDAS, por sus siglas en inglés) para realizar si-
mulaciones dindmicas en tiempo real.

Las soluciones generales requieren la reformulacion
del modelo en espacios de mas alta dimensionalidad,
que involucran frecuentemente la conversiéon de todos
los datos sobre los cuales existe incertidumbre o son
susceptibles de evolucionar en el tiempo (pardmetros
del modelo, condiciones de contorno, ...) en coordena~
das adicionales, lo que, a su vez, provoca la conocida
como maldicion de la dimensionalidad. Las técnicas ba-
sadas en la descomposicién propia generalizada (PGD)
permiten eludir esta maldicién, tal como se ha probado
en una serie de trabajos anteriores de los autores.

A pesar de lo prometedor de este matrimonio en-
tre los conceptos de DDDAS y las herramientas deriva-
das de la PGD, existen diversas dificultades que deben
abordarse todavia. En general, las soluciones calcula-
das con la PGD estdan definidas en espacios altamente
dimensionales. De esta forma, se hard necesario desa-
rrollar técnicas capaces de encontrar 6ptimos con res-
pecto a criterios definidos en estos espacios altamente
dimensionales y en tiempo real. En esto momentos la
dificultad se ha trasladado desde la integracion de los
modelos al postproceso, mucho menos estudiado, al me-
nos en espacios que involucren miles de dimensiones,
por ejemplo.
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Figura 8. Funciones que proporcionan la aproximacién de la Ec. (23) en las extra-coordenadas t (a), k (b) y u®
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