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CAPITULO

1

INTRODUCCION

El desarrollo que en estos tltimos anos ha sufrido el mundo de la simulacién
numérica de todo tipo de fenémenos fisicos se debe en gran medida al uso de nuevas
técnicas de calculo numérico y el incremento de la capacidad de los nuevos orde-
nadores que permiten realizar algoritmos mas complejos en tiempos de célculo ra-
zonables. Las simulaciones por ordenador del comportamiento de sélidos o fluidos,
mediante las oportunas formulaciones matematicas de las leyes que los rigen, per-
miten obtener resultados cuantitativos en procesos de gran complejidad. En esta tesis
se pretende avanzar precisamente en la simulaciéon de algunos de estos problemas,
cuyo modelo matemético viene gobernado por ecuaciones en derivadas parciales.

El método numérico mas extendido para la obtencién de una solucion aproxi-
mada de un problema gobernado por ecuaciones en derivadas parciales, y el que mas
desarrollo ha tenido en su aplicacion tanto a la mecanica de solidos como a otras
disciplinas, es el método de los Elementos Finitos. Este método proporciona resul-
tados de gran precision en su aplicacion a problemas de muy dificil tratamiento. El
método de los Elementos Finitos necesita una discretizacién del dominio, con ciertas
caracteristicas especiales, para realizar correctamente tanto la integraciéon numérica
del sistema de ecuaciones integro-diferencial al cual conduce el método de Galerkin,
como la propia construccion de las funciones de aproximacién en las que se basa
el método. A lo largo de estas tultimas décadas, se han dado grandes avances en la
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mejora de estos procedimientos. Sin embargo, la generaciéon automaéatica de mallas
computacionales es hoy un campo abierto de investigacion, con un gran nimero
de grupos trabajando, especialmente para dominios complejos en tres dimensiones,
donde la generacion “manual” de la malla es aiin una de las partes del proceso que
mas tiempo requiere dentro del procedimiento general de confeccion de un modelo
numérico para la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales por el método de
los Elementos Finitos.

Teniendo en cuenta la gran dificultad de generar la malla y el tiempo que se
dedica a ello, en los tltimos anos ha aparecido una nueva linea de investigaciéon con
el fin de evitar finalmente su realizacién. En concreto, en esta tltima década se ha
ido desarrollando una familia de métodos de aproximacién denominados métodos sin
malla, sobre los que ha ido aumentando el interés de los investigadores a medida que
se han ido perfeccionando. La caracteristica mas significativa de estos métodos es que

[1996]). Varios han sido los nombres propuestos para estos métodos en un intento
por caracterizarlos: métodos de puntos, de punto finito, métodos sin elementos, de
elementos difusos, etcétera, haciendo hincapié en cada caso en alguna caracteristica
del método particular. En todos ellos, la conectividad de los elementos se genera
desde el propio método con un algoritmo de busqueda de nodos cuya funcién de
forma asociada tenga influencia sobre el punto considerado (en general, un punto de
integracién), en un proceso transparente para el usuario.

Uno de los tltimos de estos métodos en ser aplicado a la mecanica de sélidos ha
11994])). Este método presenta una caracteristica que en principio le diferencia de
todos los demas métodos sin malla, que es su funcién de aproximacion. Esta es
estrictamente interpolante, en contraposicién con la mayoria de los otros métodos
sin malla donde las funciones son solamente aproximantes, esto es, la funcién de
forma en éstos no toma el valor unidad en el nodo al que esta adscrita y cero en el
resto, con la consiguiente dificultad a la hora de imponer las condiciones de contorno
esenciales. Las caracteristicas que proporciona este método y sus posibilidades de
aplicacion y desarrollo han sido claves para elegir este método como pilar basico del
desarrollo de esta tesis y futuras lineas de desarrollo, en el campo de la Mecanica
Computacional.

Uno de los aspectos donde todos los métodos sin malla y en particular el
método de los Elementos Naturales muestran cierta debilidad es en la integracion
numérica. Quiza sea éste uno de los aspectos que menos interés ha suscitado entre
los investigadores en estos tultimos anos; sin embargo, debido al cardcter racional
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de las funciones de forma que determinan dichas técnicas, se produce un error de
integracion al hacer uso de formulas de cuadratura creadas para integrar polinomios.
Ademas, otro aspecto referente a la integracién numérica de los métodos sin malla
surge de forma natural. Los distintos soportes de las funciones de forma de los distin-
tos métodos pueden no coincidir con los dominios de integraciéon de las cuadraturas
utilizadas. En este contexto se han propuesto y desarrollado diversas técnicas de
integracion numérica donde se presentan formulaciones de cuadratura que son ca-

paces de representar fielmente el dominio de integracién (véase, por ejemplo, ATLUR]
ET AL. [1999], DE Y BATHE [2001b], DE Y BATHE _[2001a}).

Una de las posibilidades de aplicacion del método de los Elementos Naturales
es la simulacién numérica de materiales casi o totalmente incompresibles, que ha sido
también un campo abierto a la investigacion durante décadas. Es bien conocido el
fenomeno de bloqueo volumétrico que se produce al utilizar ciertas aproximaciones
de Elementos Finitos, que producen sistemas muy mal condicionados debido a la
exigencia de la incompresibilidad del sélido o del fluido, es decir, de imponer que la
divergencia del campo de desplazamientos se anule (caso de incompresibilidad total).
El andlisis de aproximaciones mixtas en desplazamientos y presiones (usualmente las
aproximaciones de velocidad y presion son las que se usan en Mecénica de Fluidos)
ha llevado a superar estas dificultades, siendo muy bien conocido que no todas
las aproximaciones de Elementos Finitos derivados de estos principios variacionales
convergen a la solucién exacta.

La necesidad de satisfacer la desaparicion de deformaciones volumétricas en
el limite de la incompresibilidad impone restricciones adicionales al campo de des-
plazamientos que no son faciles de verificar usando métodos de Elementos Finitos
con aproximaciones en desplazamientos. En la tltima década se ha afirmado que
los métodos sin malla pueden solucionar esas dificultades usando aproximaciones en

Los métodos sin malla, en particular el método de los Elementos Naturales,
son una eleccién atractiva para la simulacion de ciertas clases de fenémenos, tales
como los que implican grandes deformaciones y grandes desplazamientos. Sin embar-
go, para ser competitivos con Elementos Finitos, deberian ser capaces de reproducir
con precision las restricciones de incompresibilidad mencionadas anteriormente. Esto
ha motivado numerosas investigaciones con objeto de encontrar aproximaciones sin
malla eficientes capaces de incorporar tales restricciones. En particular, los métodos
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sin malla se presentan como una clara alternativa al uso generalizado de los Elemen-
tos Finitos en la simulacion de problemas de Dinamica de Fluidos. Esta extendido
el uso de una filosofia Euleriana en la simulacion de dicho comportamiento, es de-
cir, el uso de una nube de puntos fija por la que se mueve el fluido. Sin embargo,
el uso de un algoritmo Lagrangiano parece mas adecuado a la filosofia que llevan
consigo los métodos sin malla, donde bajo este punto de vista, la nube de puntos es
la que se mueve formando parte del fluido. Esto permite la simulacion de problemas
complejos con grandes deformaciones.

1.1 Estado del arte

Los métodos sin malla se encuentran en todos los casos en fase de desarrollo,
aunque algunos trabajos en los ultimos anos han contribuido de manera muy im-
portante a la comprension del funcionamiento de los mismos y de los principios que
permiten construir espacios de funciones de aproximacién de una forma apropiada

- e o -

y su estudio se ha extendido a problemas no lineales, predominando las aplicaciones
a la mecéanica de la fractura, especialmente la simulacion del crecimiento de grietas

es una generalizacion del anterior, al que se le anade una funcién de correccién
para lograr la consistencia lineal del método. Sin embargo, la familia de métodos
mas numerosa deriva del esquema de Minimos Cuadrados Méviles (MMCM), en
cuyo seno se encuentran métodos como el “Difuse Element Method” (DEM) de

_____________________

servaron que el hecho fundamental de estos métodos residia en la construccién de
una particién de la unidad. Todos estos métodos presentan, en su formulacion mas
general, funciones de forma no estrictamente interpolantes, es decir, la funcion de
forma no toma el valor unidad en el nodo al que esta adscrita y cero en el resto de
nodos. Como consecuencia, la superficie interpolada no pasa por los valores nodales.
Esto tiene repercusiones inmediatas en la imposiciéon de condiciones de contorno e-
senciales, al no poder realizarse una sustitucion directa de los valores prescritos en el
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vector de soluciones. Se han propuesto diversas soluciones parciales a este problema,

la satisfaccion puntual, en los nodos, de las condiciones de contorno. Esto se debe
a que el valor de la funciéon de forma en el contorno depende no sélo de los valores
nodales en el mismo, sino también de valores en los nodos interiores del dominio.
Otras aproximaciones a este problema incluyen el acoplamiento con Elementos Fini-

caracter de método sin malla buscado.

En el caso del método de los Elementos Naturales se evitan algunos de estos
problemas, mientras que aparecen otros nuevos. La funcion de forma del método,
por ejemplo, es estrictamente interpolante, con lo que la imposiciéon de condiciones
de contorno esenciales puede hacerse por sustitucién directa de los coeficientes co-
rrespondientes a los grados de libertad prescritos en el vector de soluciones. Otros
problemas derivan de la integracion de las funciones de forma sobre celdas que no
reproducen la geometria del soporte de las mismas. Esto, unido al hecho de que
las funciones de forma no tienen una expresiéon polinomial, complica la integracion
numérica e impide que el método pase el criterio de la parcela con toda la exactitud
de la maquina.

En resumen, el método de los Elementos Naturales necesita ser estudiado en
profundidad en su aplicaciéon a problemas no lineales, ya sean en dos o en tres
dimensiones.

Una de las caracteristicas que tiene el método de los Elementos Naturales
es el cumplimiento del paradigma de Particion de la Unidad. Esto proporciona la
capacidad de enriquecer el espacio de busqueda de la solucion aproximada de la
solucion. El uso de estas técnicas de formulaciones mixtas enriquecidas aplicadas
al método de los Elementos Finitos ha sido ampliamente desarrollado y estudiado
a lo largo de las tultimas décadas; sin embargo, no se conocen estudios sobre el
enriquecimiento de los métodos de Elementos Naturales con aproximaciones mixtas
para su aplicacién a la Mecanica de Fluidos y que eviten el bloqueo volumétrico
mencionado anteriormente.

En el capitulo 2 se profundiza en la descripcién del Estado del Arte de los
métodos sin malla, describiendo brevemente los mas importantes de ellos.

1.2 Objetivos y alcance de la tesis

En general y tal como se ha venido comentando, el desarrollo de todos los méto-
dos sin malla se ha enfrentado a algunas dificultades fundamentales. En primer lugar,



6 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

todos los métodos sin malla sin excepcién poseen funciones de forma racionales. Esto
provoca errores de integracion debidos al uso de las reglas de cuadratura habituales,
pensadas para polinomios.

En segundo lugar, el desarrollo de formulaciones que permitan evitar el bloqueo
volumétrico para medios incompresibles es otra de las etapas fundamentales en el

mismo sentido para el MEN parecen, cuando menos, arriesgadas.

Por 1ltimo, una de las grandes ventajas que se supone que un método sin malla
debe poseer es la capacidad de soportar grandes deformaciones y desplazamientos
sin merma en la precisiéon de los resultados. La Dindmica de Fluidos, desde una
perspectiva Lagrangiana, parece un buen test para dicho comportamiento.

En un intento de solucionar algunos de los problemas mencionados, se propo-
nen en esta tesis técnicas de mejora de la integraciéon numérica del método, donde se
profundiza en el analisis de las mismas y se comparan con las diferentes alternativas
existentes y mas conocidas como pudiera ser el método de los Elementos Finitos y
el método de los Elementos Naturales en su version estandar. Parte del contenido
de esta tesis se dedica al estudio del comportamiento del método en el contexto de
la elasticidad bidimensional y tridimensional.

Por otro lado, debido a las caracteristicas que presenta el método de los E-
lementos Naturales, entre ellas el cumplimiento del paradigma de particion de la
unidad, se desarrollan formulaciones mixtas enriquecidas para abordar problemas de
casi o total incompresibilidad del medio, evitando el fenémeno de bloqueo volumétri-
co que presentan las técnicas usuales. En la actualidad, no se conocen desarrollos
de técnicas de Elementos Naturales mixtos enriquecidos que presenten dicha carac-
teristica, ni su aplicacion a la Mecanica de Fluidos. Se pretende validar, siempre
que sea posible, el método desarrollado mediante su utilizaciéon para la resolucion
de problemas con solucién analitica conocida.

Para finalizar, se presenta una novedosa técnica de Elementos Naturales basa-
da en el método de las caracteristicas para simular, desde un punto de vista La-
grangiano, fenémenos descritos por la Dindamica de Fluidos. Generalmente se uti-
lizan algoritmos Eulerianos en la simulacién dinamica de flujos. Sin embargo, el
uso de una técnica de métodos basados en las caracteristicas hace atractiva la apli-
cacién de una filosoffa Lagrangiana. Dada la naturaleza de algunos tipos de fluidos,
se pretende validar el método, en algunos casos, con la comparacién con resultados
experimentales presentes en la literatura especifica.
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1.3 Metodologia

El desarrollo antes descrito exigira principalmente una comparacién entre los
resultados del método escogido con el método de los Elementos Finitos y con el
método de los Elementos Naturales en su versién estandar, siempre que esto sea
posible.

Durante la ultima década se ha venido desarrollando en el area de Mecanica de
Medios Continuos y Teoria de Estructuras de la Universidad de Zaragoza un codigo
muy flexible, originalmente de Elementos Finitos que ha permitido a lo largo de
estos anos la implementacién de diversas formulaciones de Elementos de Contorno y
Elementos Naturales. Este cédigo, denominado Mydas y que estd implementado en
lenguaje de programacién C', permite la incorporacién al mismo de las formulaciones
mixtas y enriquecidas propuestas anteriormente, asi como las técnicas de integracion
que se desarrollan en esta tesis, siendo factible la comparacion entre los distintos
métodos ya existentes en dicho cédigo.

En general, siempre que sea posible, los resultados de las formulaciones pro-
puestas se comprobaran resolviendo problemas con solucion analitica conocida.

1.4 Estructura de la tesis

El desarrollo de esta memoria esta estructurado en siete capitulos donde se
pretende analizar las distintas aportaciones mencionadas anteriormente.

El primero de ellos corresponde a esta introduccién que sirve como presentacion
y alcance de los objetivos finales de la tesis, asi como la metodologia ya comentada.

El segundo capitulo es una breve introduccion a los métodos sin malla, tanto en
lo referente a la estructura matematica en la que estan basados, como a los diferentes
métodos que han ido surgiendo a lo largo de estos ultimos anos. Para cada uno de
estos métodos, los mas populares, se realiza un breve desarrollo de la construccién de
la aproximacién en la que estan basados, asi como la problematica que los envuelve.

Uno de estos métodos es la base principal en la que se asienta el desarrollo
de esta tesis, el método de los Elementos Naturales. Dicho método se analiza en
profundidad en el tercer capitulo, asi como sus propiedades y algunas de las nuevas
versiones existentes en la literatura.

El cuarto capitulo desarrolla nuevas técnicas de integracion numérica apli-
cadas al método de los Elementos Naturales. Se analiza la implementacién de dichas
técnicas en el codigo de Elementos Naturales, los resultados numéricos obtenidos en
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distintos problemas en dos y en tres dimensiones y las comparaciones con el método
de Elementos Finitos y Elementos Naturales en su version estandar.

El quinto capitulo describe el comportamiento del método de los Elementos
Naturales en la simulacién de medios incompresibles. Se proponen formulaciones
mixtas y enriquecidas del método, analizando su comportamiento y propiedades.
Se ofrecen también resultados numéricos de las diferentes formulaciones propuestas
comparadas con las soluciones analiticas de los diferentes problemas.

En el capitulo seis, se presenta el desarrollo de formulaciones de Elementos
Naturales basados en el método de las caracteristicas como aplicacién a problemas
de dinamica de fluidos, ofreciendo una comparacién de los resultados obtenidos junto
con resultados experimentales o provenientes de soluciones analiticas.

Se finaliza con un ultimo capitulo en el que se resume esta memoria y se hace
hincapié en las aportaciones mas relevantes que se han producido en su desarrollo.
Asimismo, se enumeran las lineas de investigacién que, a juicio del autor, quedan
abiertas como consecuencia de la misma.



CAPITULO

2

METODOS SIN MALLA

Desde su aparicién, en la década de los anos 50, el método de los Elementos
Finitos ha sido el método de calculo méas popular y usado en ingenieria. Sin embar-
go, este procedimiento no es siempre el mas ventajoso. De hecho, existen fenémenos
cuya simulacion mediante el MEF proporciona resultados poco exactos o, incluso,
directamente inservibles. Como ejemplo, podrian citarse aquellos problemas que pre-
sentan una malla muy distorsionada. Recientemente se ha desarrollado una familia
de métodos en los cuales se discretiza el continuo mediante un conjunto de nodos o
particulas, en vez de hacerlo mediante un conjunto de elementos (como es el caso
del método de los Elementos Finitos), sin que aparezcan restricciones sobre la forma
de la malla. Estos métodos reciben el nombre de métodos sin malla y las ventajas
que proporcionan a priori son varias: 1. Permiten grandes deformaciones, ya que
la conectividad entre nodos se genera como parte del célculo y puede variar en el
tiempo; 2. Son mas faciles de generar, ya que no es necesario hacer una malla de
elementos, sino que basta un conjunto de puntos como dato inicial; 3. Pueden tratar
facilmente problemas de propagacion de grietas; 4. En zonas donde es necesario un
refinamiento pueden anadirse nodos facilmente, teniendo controlada la precisién de
los métodos (h adaptabilidad); 5. Pueden incorporar en forma simple un enriqueci-
miento de la aproximacion.

En general, los métodos sin malla se pueden clasificar segiin dos criterios dis-
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tintos: principios fisicos, o formulaciones computacionales. Teniendo en cuenta el
modelo fisico, existen dos clases de métodos sin malla: los que estan basados en mo-
delos deterministas, y aquellos que estan basados en modelos probabilistas. Por otro
lado, teniendo en cuenta los modelos computacionales, los métodos se pueden dife-
renciar entre aquellos que aproximan la forma fuerte de las ecuaciones en derivadas
parciales, y aquellos basados en la aproximacién de la forma débil del problema.
Para aproximar la forma fuerte del problema usando métodos sin malla, se
discretiza la ecuacion en derivadas parciales mediante técnicas especificas de colo-
caciéon. Como ejemplo de estos métodos estan el smoothed particle hydrodynamics

La segunda clase de métodos sin malla se establece sobre aproximaciones
Galerkin de la formulacién débil, y se denominan métodos de Galerkin sin malla. Co-
mo ejemplo de esta clase de métodos sin malla estan el element free Galerkin method

- ——— - - - -

______________________________________________

otros.

En este capitulo se pretende introducir esta familia de métodos, que atin se en-
cuentran en fase de desarrollo, asi como explicar sus ventajas e inconvenientes, como
la imposiciéon de condiciones esenciales de contorno, la integracién numérica, etc. El
capitulo esta estructurado intentando seguir un orden en el tiempo de la aparicion
de dichos métodos, desde la aparicion, en la década de los anos 70, del método SPH,
hasta los métodos basados en el método de la particion de la unidad, pasando por
los métodos basados en una interpolacion por minimos cuadrados moviles.

2.1 El Método de Galerkin

Para describir el método de Galerkin, se presentan a continuacién algunas
definiciones y resultados ttiles para el desarrollo del mismo. Estas permitiran intro-
ducir el concepto de espacio de Hilbert y algunos resultados basicos en el andlisis
variacional.

2.1.1. Definiciones preliminares

Definicién 2.1.1. Sea H un espacio funcional vectorial sobre R. Una forma bilineal

HxH—R
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u, v — (u,v)

se denomina producto escalar si es simétrica y definida positiva, es decir, si cumple

que
(u,v) = (v,u), Yu,v € H
(u,v) >0, Yue H
(u,u) =0<=u=0
En tal caso

lul| := v/ (u,u), ue H

define una norma sobre H. Un espacio vectorial dotado de un producto escalar se
dice espacio pre-Hilbert o euclideo.

Definicién 2.1.2. Dada una sucesién de funciones de un espacio pre-Hilbert, se
dice que es de Cauchy si cumple que

lim  |lu, —uml =0
min{n,m}—oo

Definicién 2.1.3. Un espacio vectorial H dotado de un producto escalar se dice
espacio de Hilbert si es completo para la norma asociada, es decir, si toda sucesion
de Cauchy del espacio H es convergente.

Definicién 2.1.4. El espacio de funciones continuas con soporte compacto se de-
nomina Cy(£2).

Co() ={feC(Q)/ f(x)=0,Vz € Q\ K, Kcompacto C Q}

donde C(Q2) es el espacio de las funciones continuas sobre €.

Definicién 2.1.5. Dado un abierto 2 de R™, definimos el espacio L'(Q2) como el
espacio de las funciones integrables en ).
A su vez, se define

Q) ={f:Q—R/|fI"e L'}
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con (p < 00) es un espacio vectorial cuya norma inducida viene dada por

11,0 = ([ 1)

Nota 2.1.1. Los espacios LP(£2) son espacios de Banach, es decir, espacios vectoriales
normados y completos.

Ejemplo 2.1.1. Dado un abierto €2 de R", se tiene que
L*(Q) :={f: Q2 — R medible //(f)2dx < 00}
Q

Con el producto escalar
(F9):= [ f@gla)da
L*(2) es un espacio de Hilbert.

Definicién 2.1.6. Dado un espacio de Hilbert, se denomina convergencia fuerte a la
convergencia en la norma asociada al producto escalar, es decir, (f,,) C H converge
(fuertemente) a f € H si

lim | £~ f]| = 0. (2.11)
Se denota por

fo— [

Definicion 2.1.7. Dado un abierto €2 de R", definimos
L)) ={f:Q=R/ Fe>0tq |f(@)|<c ctp. zeQ}
con (p < o0). L™ es un espacio vectorial que tiene inducida la norma

171,y = infle/ 1f@] e etp. €0} = supess|f(x)]

€N

L™ es un espacio vectorial normado. Se denota por supess al supremo esencial.

Definicién 2.1.8. Sea H un espacio de Hilbert, (f,,) C H converge débilmente a
f € H y lo denotaremos por

fo= 1
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si

(far9) — (f,9), Vg € H.

A continuacién se presentan algunos resultados que se derivan directamente
de las definiciones anteriores. Muchas de las demostraciones de dichos resultados se
omiten para no hacer muy extensa esta Tesis, pues son resultados que se pueden
encontrar, por ejemplo, en textos clasicos de Analisis Matematico como, por ejemplo,

Proposicién 2.1.1. §i f, — f, entonces f, — f, es decir, la convergencia fuerte
implica la convergencia débil.
El reciproco de este resultado no es cierto en general y la demostracion es trivial.

Proposicién 2.1.2. §i H es un espacio de Hilbert de dimension finita, la conver-
gencia fuerte y débil son equivalentes.

Demostracion. Basta con tomar una base ortonormal y demostrar que las compo-

nentes convergen. Sea ey, . .., e, base ortonormal de H, f, — f.
Se tiene que
m
F=Y (fe)e; VfeH
j=1

Teniendo en cuenta que converge débilmente,

(frnrej) — (frej) Vj

Entonces, (f,,ej)e; — (f,e;j)e; en H. Por lo tanto,

D (furej)e; — > (frei)e;
j=1 j=1
O lo que es lo mismo, f, — f. O

Teorema 2.1.3. En un espacio de Hilbert, toda sucesion débilmente convergente es
acotada.

Demostracion. Véase REKTORYS _[1980]. O

Definicién 2.1.9. Un subespacio V' de un espacio de Hilbert H, V' C H se denomina
denso en H si para toda funciéon u en H se puede encontrar una sucesion de funciones
u, € V que converge a u en H.
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Lema 2.1.4. Sea H un espacio de Hilbert yV C H denso en H. Sea una sucesion
(fn) C H. Entonces si (f,,) es acotada, es decir, existe M tal que

Ifall <M, VneN;

y ademas

(fus9) — (f,9), VgeV,

entonces
fo = 1.
Demostracion. Sean uw € H y v € V cualesquiera. Entonces

(o = L)l < A(fnsw = 0)[ + |[(fo = Fr0)| +|(f, 0 = 0)],

de donde se deduce el resultado. O

Definicién 2.1.10. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion (e,,),>1 C H se dice
base hilbertiana (numerable) de H si

(ena em) = 5nma an m

y R{e, : n > 1), el conjunto de las combinaciones lineales (finitas) generado por
(én)n>1 C H, es denso en H.

Nota 2.1.2. Nétese que si denotamos E,, := R(e,,), entonces
Pr,u = (u,e,)en,

para todo u € H, donde Py, !, es la proyeccién de la n-ésima componente. Si V}, :=
R{eq, ..., en)

Py u= Z(u, e;)e;.

Teorema 2.1.5. Sea v € H. Entonces

0o
u=" (u,en)en,

n=1

LAl operador P (Px : H — K) que a f € H le asocia el tinico u € K y satisface que Vf € H,
existe un dnico u € K(K C H, convexo, cerrado y no vacio), tal que, || f —ul| = mi;{z IIf — vl sele
ve

denomina proyeccién sobre K.
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es decir, la serie anterior converge en H a u. Ademds se tiene la llamada igualdad

00
lull® = 1w, ea) .
n=1

de Bessel-Parseval:

Demostracion. Puede consultarse en REKTORYS _ [1980]. O

Ejemplo 2.1.2. Sea (e,,) una base Hilbertiana de un espacio de Hilbert H. Entonces
la sucesion (e,) converge débilmente a 0, pero no fuertemente.

Demostracion. Sea g € R(e,,n > 1), entonces

<enag> = <€n>z/\iei> — 0= <0’g>

i=1
len]| <1 Vn=e,—0

débilmente, por el lema 2.1.4.

lex|| =1=¢€, -0

Ejemplo 2.1.3. En las mismas hipdtesis que el ejemplo anterior, la sucesion
Ty 1= Ney
(que no es acotada), cumple
(@n,9) = (0,9), VgeR(e:1>1),

pero, en cambio, no converge débilmente a 0, ya que definiendo
o0
1
U= E —en,
n
n=1

se tiene que
(Tp,u) =1,

para todo n.
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2.1.2. Espacios de Sobolev. Problemas variacionales

A continuacién se definen conceptos relativos a los espacios de Sobolev, paso
previo para un estudio posterior de los problemas variacionales.

Definicién 2.1.11. Se denota por D(f2) al espacio de funciones indefinidamente
diferenciables sobre €2 (C*) y con soporte compacto en 2.

Definicién 2.1.12. Sea €2 un abierto de R™. Se denomina espacio de Sobolev a
WmP(Q) = {u e LP(Q) /| 0%u € LP(Q), |a] < m}.

En el caso p = 2, se denota W™2(Q) = H™(Q).
Introducimos en W™P(Q) la norma

ol 0= (3 10l

2. b
0<|al<m

B =

y, por tanto,

1

2
foll, =l = (3 T0%uli )

0<]al<m

Definicién 2.1.13. Un espacio vectorial se dice separable, si posee un subconjunto
denso y numerable.

Teorema 2.1.6. El espacio H™()) es un espacio de Hilbert separable.
Lema 2.1.7. D(R") es denso en H™(R"™), es decir, HJ*(R") = H™(R").

Demostracion. La demostracion del Teorema y el Lema anteriores puede consultarse

en REKTORYS _[1980] (pdgina 334) y las referencias que en él se dan. O

Definicién 2.1.14. Sea V espacio de Hilbert, con producto escalar (-,:) y norma
asociada || - ||.

Sea a:V x V — R una forma bilineal continua.

Y sea [l : V — R una forma lineal y continua. Entonces el problema

(P Calcular u € V tal que,
a(u,v) = l(v), YVoeV.

(P) se denomina Problema Variacional Abstracto.
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Definicién 2.1.15. Se dice que una forma bilineal a es V-eliptica (o coercitiva) si
J una constante a > 0 tal que a(v,v) > afjv||?, Vv e V.

Teorema 2.1.8 (Lax-Milgram). Supongamos que en el problema variacional (P),
la forma bilineal es V -eliptica. Entonces existe solucion unica y la aplicacion que
lleva de la forma lineal | a la solucion u es continua.

Demostracion. Puede consultarse en la mayoria de textos clasicos, como por ejem-

- ou Ov
v) = /Q”Zl a”@xj axld:cjt/gaouvdx, u,v € H(Q)

a: HY(Q) x HY(Q) — R
es una forma bilineal y continua.

Demostracion. En efecto,

a(u,v)] < Z/|aw\

8uH

o d:c+/Q|a0(x)Hqu|dx§

"1 Ou
< m4 .
< i gl ol ) (Z 5 Ly 1) <
<Clull_Jlell
Por lo tanto, a es continua. O

Proposicién 2.1.10 (Hipétesis de Elipticidad). Teniendo en cuenta los resul-
tados anteriores,

= Jda > 0 tal que V€ = (&1,&s, ..., &) € R™ se tiene que

n

> ay(@)6g; = ay & = al]3, Ve € .
i=1

i,j=1
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w ap(z) > o9 >0, x € Q.
Si se verifican las hipotesis de desigualdad se tiene que:
a es V-eliptica st g >0 A si VN FPy=0, cuando ag > 0.

Demostracion. En efecto,

n

- Oov Ov ov
a(v,v) = al--——dx—l—/a'zﬂza/ 2dx + « /vzdx

Entonces, se tiene que

a(v,0) 2 afof!| +aollo]® , >

)

)

> min{(x,ao}HUHZl o siao>0. o12)
> a2 > 2 . siay> = 0. o
> av| - Blv|| Lo o2 OANVNEB=0

U

Proposicién 2.1.11 (Problema Variacional Eliptico). Sea f € L*(Q) vy defini-
mos la aplicacion | lineal y continua, tal que,
l:HY(Q) —R

vi—l(v) = [ fo
Q
Si al problema (P) consistente en:

(P Encontrar w € V' tal que
a(u,v) =Il(v),Yo eV

le aplicamos el Teorema de Laz-Milgram 2.1.8, (P) admite solucidn unica (supuesto

que la forma bilineal a es V -eliptica).

Demostracion. Puede consultarse en REKTORYS _[1980}. O

2.1.3. Problemas de Contorno Elipticos

Veamos a continuacion la formulacién variacional de los problemas de contorno
elipticos:
Dados
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a) V espacio de Hilbert (HJ(Q2) CV C HY(Q)).

b

a(-,-) una forma bilineal continua sobre V' x V.

d

)
)

¢) I(-) una forma lineal continua sobre V.
)

El problema variacional abstracto

Encontrar v € V' tal que,
a(u,v) = l(v), YoeV.

Se considera ahora {V,,}n~0 (h — 0) con V}, subespacio de dimensién finita
de V. Por lo tanto podemos definir para cada indice h, el problema (que también
serd variacional)

Calcular uy, € V}, tal que,
(£n)
a(up,vp) = l(vy), Yoy, € V.
V}, también serd espacio de Hilbert por ser subespacio de dimensiéon finita de un

espacio de Hilbert V| con su correspondiente norma inducida de V.
Si la forma bilineal a es V-eliptica, es decir, si

Ja > 0 tal que a(u,u) > of|ul|®>, Yu €V,
entonces también la forma bilineal a es Vj-eliptica, es decir,
Ja > 0 tal que aup, up) > allugll®, Yu, € Vi, C V.

Aplicando el lema de Lax-Milgram anterior, (P) y (F}) tienen solucién tnica.
Nota 2.1.3. Los problemas P, estan definidos en espacios de dimensién finita, de
forma que es posible poner sus elementos como combinacién de una base de dichos
espacios. Bastara con resolver un sistema de ecuaciones lineales para obtener la
solucion uy,.

Proposicién 2.1.12 (Lema de Céa). Bajo las hipdtesis anteriores (problemas
variacionales) y con una forma bilineal coercitiva (V-eliptica), se tiene que

M
lu —upll < — Inf [lu—vpl],
v EVh

donde M es la constante de continuidad de la forma bilineal, y o es la constante de
coercitividad de la misma.
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Demostracion.
a(u — up,u — up) = a(u — up, u — up + vy — vy)
Teniendo en cuenta la bilinealidad de a,
= a(u — up,u — vy) — a(u — up, up — vp) = alu — up, u — vy),
ya que como u es soluciéon de P, tomando wy, € Vj, entonces a(u,wy) = l(wy) v
a(up, wy) = l(wy,) se tiene que a(u — up, up — vy) = 0.
Por lo tanto,

ollu — up|)? < alu — up, v — up) = alu — up, u — vy) <, por continuidad

< Mlju — upl| - [[u — sl
De donde,

M
lu = unll < —=|lu—=wall, Von € Vi
o

O

Nota 2.1.4. Cuando se tome V}, tal que cada vez vaya llenando V (aumentédndose
la dimensién del subespacio) entonces la distancia del infimo se hard més pequena
obteniendo asi una mejor aproximacién de la solucién del problema original (P) a
través de la de (Py,).

Teorema 2.1.13 (Teorema General de Convergencia). Supongamos que eriste
V subespacio denso de V' y vy, : V — Vj,, tales que él??’é”’l} —vp(v)[| =0, ve.

Entonces el método de aproximacion variacional converge, es decir,
lim||lu — uy|| = 0.
h—0
Demostracion. Sea € > 0, con V subespacio denso en V| entonces
€
Jv eV tal que ||u—v| < —
2c
con ¢ = % Por la hipotesis del Teorema,

Jhg tal que [[v — v (V)| < QE, Vh < hy.
c
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Finalmente,

e = | < effu = en(0)]] < c(uu ol + o vh<v>u) <e

Ya que vy, (v) pertenece al subespacio V,. O

Teorema 2.1.14. Si la forma bilineal continua a es V -eliptica, entonces Ju,,, € V,,
solucion unica del problema (Py,), y el lim u, = u, enV (fuertemente), donde u

es la solucidn del problema (P).

Demostracion. Basta aplicar el Teorema General de Convergencia, con h = %, Vi =
Vi, V=V y v, =], (Proyeccion ortogonal de V en V,,,). 0

Nota 2.1.5 (Interpretacién del PVI). En primer lugar, como D(Q) C H} () C
V C HY(), si u es solucién de (P) se tiene que

a(u, p) = U(p), Vo € D(Q)

Z/ ou Oy /au B
”8:16]8331 Qoﬁp_

i,7=1

B )y

i,7=1

U3 P Y ) =
- Z 895@ ”&cj ou, Y -

i,7=1

= (Au, ) = ([, ).

Entonces Au = f en D'(Q).2 Asi, Au = f en L*(2), es decir, en casi todo
punto x € €.

Por lo tanto, el problema (P) es equivalente al siguiente:
Encontrar u € V, que cumpla que Au = f en casi todo punto = € € y tal que
a(u,v) = [, Auvdz,Yv € V.

2Se denota por D'(Q2) a toda forma lineal y continua sobre D(Q). T € D'(Q) = T(¢)
(T,¢) Vo€ D).
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Una vez definidos todos los elementos anteriores, considérese el espacio de
Hilbert H y un subespacio M C H denso en H. Consideremos @1, o, ... una base
de H. Supongamos que existe u € H tal que

(u, pr) = /Qu(x)gok(x)dx =0 Vk (2.1.3)

Proposicién 2.1.15. Sea @1, @, ... una base de H, se tiene que el conjunto N
formado por elementos construidos de la siguiente forma,

> arps (2.1.4)
k=1

es denso en H.
De esta forma, se puede concluir que se cumple que

(u, ;;: akcpk) =0 (2.1.5)

para cualquier elemento de N formado teniendo en cuenta la definicion dada en la
ecuacion (2.1.4).

Demostracion. Trivial. O

2.1.4. Meétodo de Galerkin

Llegados a este punto, se estd en condiciones de describir el método de Galerkin.
Dada
Au=f (2.1.6)

una ecuacion diferencial en el espacio H, si es posible encontrar un elemento ugy €
D43 que cumpla

(Auo — 1, gok) =0 Vk=1,2,... (2.1.7)

entonces, de acuerdo con (2.1.3), se tendrfa que

Aug— f=0 en H (2.1.8)

3Se denota por D4 al dominio del operador diferencial A.
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de forma que vy serfa la solucién del problema (2.1.4).

Nota 2.1.6. Este razonamiento constituye la base del método de Galerkin, que es
la base fundamental de la mayoria de los métodos sin malla y del método de los
Elementos Finitos.

A continuacién, consideremos de nuevo la base del subespacio M, @1, @s, ...
Podemos construir una solucién aproximada ug a partir de esta base, en la forma

Up = Zak%@k (2.1.9)
k=1

siendo n un numero arbitrario, pero fijo. Los coeficientes a; seran, a partir de este
momento, nuestras incognitas. En el método de Galerkin, estas constantes se calculan
imponiendo la siguiente igualdad,

(Ap— fror) =0  Vk=1,...,n (2.1.10)

La ecuacién (2.1.10) representa un sistema de n ecuaciones con n incognitas
(los coeficientes a). Dado que el operador diferencial A es lineal, las ecuaciones
anteriores se podran transformar en

(a1Apr + ...+ a,Ap, — fpr) =0 E=1,...,n (2.1.11)
o bien,
(Ap1, o1)ar + (Apa, p1)as + ... + (Apn, p1)an, = (f, 1),
(A1, pa)ar + (Apa, pa)as + ... + (Apy, p2)an, = (f, 1),
(A(,Ola (Pn)al + (A(P% (pn)a2 + ...+ (A(Pna (pn)an = (fa 901) (2112)

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.16. Sea A un operador definido positivo sobre un conjunto Dy, den-
so en un espacio separable de Hilbert H y sea también f € H. Consideramos los
elementos @1, o, ... € D4, que constituyen una base de D 4. Entonces, la sucesion
de Galerkin (2.7.9) con las constantes ay, ag, ... determinadas univocamente por las

solucion de la ecuacion Au = f.
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Nota 2.1.7. El método de Galerkin ha sido desarrollado usando la misma base en la
construccién de la solucion aproximada (2.1.9) y en la formulacién de la condicion

Galerkin. Si estas bases se escogen diferentes, el método suele denominarse de Petrov-
Galerkin.

2.2 Solucién débil del problema de valores en el
contorno

La mayoria de los métodos sin malla surgen de la busqueda de una solucién
débil al problema de valores en el contorno. Esta es la razén por la que se incluye
aqui un breve repaso de su definicién y de sus propiedades mas importantes. Sin
embargo, hay que hacer notar que no todos los métodos sin malla utilizan la forma
débil del problema, aunque si los més extendidos como el Element Free Galerkin

Previamente se introduciran algunos conceptos necesarios para la obtencién de la
forma débil del problema de valores en el contorno.

Definicién 2.2.1. Se denomina C*(€) al conjunto, lineal, de todas las funciones
u(x) que son continuas y tienen derivadas de cualquier orden en el dominio cerrado €.

Utilizando ahora la notacién de multiindices:
i = (11,99, ..., iN) (2.2.1)

se pude definir la siguiente derivada

‘ HirtFin 9lil
Diu=—= — =22 (2.2.2)
Oxt', ..., 0z Oz, .., 0z
y se define, a partir de ellos, un producto interno que se denota por:
(,v) e = Y / Diu D'vdQ, ue C®(Q), veC Q) (2.2.3)
Q

li|<k

Con este producto interno es inmediato definir una norma en el espacio C>(Q):

| gr = v/ (u, u)gr, u € C®(Q) (2.2.4)
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con la cual el espacio C*(Q) adquiere estructura de espacio métrico o pre-Hilbert,
denomindndose habitualmente por S5.

Nota 2.2.1. Obsérvese que S4 no es un espacio de Hilbert, puesto que no se le ha
exigido que sea completo. Por tanto, una sucesién de Cauchy {u,} € S5 puede tener
limite en el propio S§ o fuera de él. En este tltimo caso, dado que la sucesién {u,,}
es de Cauchy en S¥, la sucesién de sus derivadas {D%u,}, con |i| < k lo serd en L2

se cumplira que:

lim D'u,, = v en L*(Q) (2.2.5)
Definicién 2.2.2. A las funciones v se las denomina derivadas generalizadas de
u.

que el espacio de Hilbert cuyos elementos pertenecen a L*() y tienen derivadas
generalizadas hasta el orden k se le denomina W*2(Q) = H*(Q). Por tanto, el
espacio H*(Q) estara formado por funciones que provienen de C*°(Q) y por aquellas
funciones de L?(€)) para las cuales es posible hablar —en sentido generalizado— de
derivada hasta el orden k.

Definicién 2.2.3. Para toda funcién continua en Q su valor en el contorno del
dominio estara definido univocamente. A la funcién u(s) se la denomina traza de la
funcién u(x) € C*(Q). Esta funcién serd, por definicién, continua en I' = 9.

En el caso limite de que v € H', entonces es posible demostrar que existe
un operador acotado, T, que traslada el espacio H'(Q) en L*(T), de forma que

que en él se dan). Légicamente, si se considera que u € H* con k > 1 no existe
ningin problema, dado que entonces H* C H'. En otro caso, la definicién de traza
no estaria univocamente determinada.

Para la introduccion del concepto de solucion débil del problema de valores en
el contorno se puede utilizar, sin pérdida de generalidad, la ecuacién de Poisson con
condiciones de Dirichlet como base del razonamiento. Asi el problema vendra dado
por una ecuacién en derivadas parciales del tipo:

—Au=f (2.2.6)
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sujeto a las condiciones de contorno
u=g(s),en I'=0Q (2.2.7)

Se introduce en este punto el espacio de funciones V' como aquel que contiene a las

funciones de H'(Q2) y que satisface las condiciones de contorno homogéneas u = 0
en I'. Es decir,
V={veH" /v=0enTl} (2.2.8)

Si se toma una funcién arbitraria v € V' y se multiplica la ecuacién (2.2.6) por ella,
se tiene

—/Q’UAU dQ:/quf da (2.2.9)

Si a esta expresion le aplicamos el teorema de la divergencia, se obtiene

0*u ou ov Ou
—/Q'UaxidQ— _/r &Czn Al + /ani 8xidQ (2.2.10)

donde se ha utilizado el convenio de indices repetidos. Puesto que se cumple que

v =0-en I', entonces

ou
= 2.2.11
/ &Czn id 0 ( )

con lo cual se tiene finalmente que

/vAu dQ = Z/ g; g;‘ (2.2.12)

de donde

ov 6u
Z/ o axz /Qvf Q) (2.2.13)

donde la funcién v ha sido escogida arbitrariamente. A partir de lo anterior se puede
construir la siguiente

Definicién 2.2.4. Sea g(s) la traza de una funcion w € H'(f2) arbitraria y sea
[ € L*(Q). La funcién u € H'(Q) se denomina solucidn débil del problema de
valores en el contorno dado por las ecuaciones (2.2.6) y (2:2.7) si

z=u—weV (2.2.14)
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y si

ov 0
Z/ Y Z / vf d€2 se cumple para todo v € V
ox; 895@ Q

Nota 2.2.3. Un hecho fundamental en este desarrollo es, por un lado, que inicial-
mente, por exigencias del operador diferencial A, la funcién solucién fuerte o clasica
del problema, en caso de existir, debe pertenecer al espacio C?(£2) —de lo contrario
no existirfa la expresion (2.2.6)—. Como consecuencia de la manipulacién efectuada
anteriormente, la solucién débil del problema se busca en el espacio H!, es decir, se
han rebajado las exigencias sobre el espacio de busqueda.

Nota 2.2.4. Otro comentario interesante surge al considerar condiciones de contorno
esenciales no homogéneas (es decir, del tipo g(s) # 0, ecuacién (2.2.7)). Aparece un
nuevo problema, dado que se pierde la linealidad del conjunto de funciones en el que
buscamos la soluciéon. Supéngase un problema en el que la condicién de contorno
exige que u = 2 en [',. El conjunto de funciones que cumple estas condiciones de
contorno no es lineal, desde el momento en que dos de sus funciones, v y v, cumplen
que u+v =4 en ', y, por tanto, no pertenece al mismo espacio que u y que v. Para
solventar este problema en el método de Galerkin (y en particular en la exposicién
anterior) se ha acudido al siguiente artificio: supéngase que se es capaz de encontrar
una funcién w, continua en €, de tal forma que —Aw € L*(Q) y que cumple la
condicién (2.2.7). Entonces se expresa la soluciéon del problema en cuestiéon como
una combinacion

u=w+z (2.2.15)

quedando un problema en la variable z

—Az=f+Aw, en Q (2.2.16)
2=0, en T (2.2.17)

que puede ser resuelto mediante la técnica expresada anteriormente. De aqui la
tituyen la base del espacio donde opera el funcional A se les exige que cumplan
o =0enTI.

Obsérvese, que si se escoge la funciéon v como una serie de funciones base
del espacio de busqueda, entonces se puede aplicar al método de Galerkin descrito
anteriormente, para encontrar una soluciéon débil aproximada al problema de valores
en el contorno. El método de los Elementos Finitos es el método mas extendido para
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construir esta base, a través del espacio de polinomios a trozos sobre el dominio en
estudio €.

Los métodos sin malla surgen precisamente del empleo de técnicas de cons-
truccion de esta base que no exijan al usuario una malla de fondo (aunque a menudo
si existe una para efectuar la integracién numérica) y que, sobre todo, no sean
sensibles a la distorsion de ésta. En los sucesivos apartados se efectiia una descripcion
de algunas de estas técnicas que mayor popularidad han alcanzado.

2.3 Smoothed Particle Hydrodynamics

Tal y como se ha comentado en la introduccién de este capitulo, el método
Smoothed Particle Hydrodynamics se caracteriza por construir una aproximacién de

método fue uno de los primeros métodos sin malla en ser desarrollado, véase LUCY,
[1977), v se conoce por las siglas SPH.

El SPH surge en el campo de la Astrofisica, en la simulacién y evolucién de
galaxias, que siguen leyes similares a la hidrodinamica de Newton, de ahi el nombre
del método, ya que el movimiento colectivo de esas particulas (estrellas o galaxias)
es similar al movimiento de un liquido o de un gas. La idea del método es algo
contraria a los conceptos de los métodos convencionales de discretizacion. En éstos,
se discretiza un sistema continuo en un sistema discreto de ecuaciones algebraicas. En
aplicaciones astrofisicas, el sistema real es discreto; para poder evitar singularidades,
se genera un campo local continuo introduciendo una funcién nicleo, la cual puede
servir como campo suavizado de interpolacion. Este niicleo puede interpretarse como
la probabilidad de encontrar una particula en una determinada posicion. Por lo
tanto, el soporte de dicho nicleo es compacto y se anula a una determinada distancia
lo suficientemente lejana de la posicion inicial de la particula a la cual estd asociado.

2.3.1. Construcciéon de la aproximacion

Béasicamente se puede decir que es una interpolaciéon basada en estimadores
del ntucleo. Esencialmente el método consiste en encontrar una funcién ntcleo lo
suficientemente suave, denominada W (x, h), donde h es el soporte de dicho niicleo.
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El estimador del ntcleo, up(x), de la funcién u(x) definida en un dominio 2
viene dado por

uy(x) = /Q u(y)W(x —y,h)dQ, (2.3.1)

La idea es elegir W}, tal que cumpla las siguientes propiedades para cualquier
numero real h > 0

(i) 2@'1% fﬂy u(y)W(x —y,h)dQ, =u(x)

(ii) fﬂy W(x—y,h)dQ, =1
(iii) W es una funcién de soporte compacto.
(iv) W es una funcién mondtona decreciente con la distancia.

(v) W(x -y, h)eC’(R"), p=1

Nota 2.3.1. La condicién (i) impone en realidad a la funciéon W que su compor-
tamiento sea como el de una Delta de Dirac cuando el soporte se aproxima a cero.
La exigencia de soporte compacto esta relacionada con esto tltimo, pero es comin a
todos los métodos, por la conveniencia de evitar matrices llenas. La tiltima exigen-
cia permite asegurar que el nicleo es continuo, de forma que el campo de variables
derivadas sea suave.

Dado que el SPH trabaja sobre la forma fuerte del problema, es habitual que
se dé W € C%(Q) o superiores.

Ejemplo 2.3.1. Un nicleo muy utilizado es la funcion Gaussiana:
1 T
W(x,h) = 761‘]?[ - —] (2.3.2)
T

También los splines son muy utilizados para este fin.

El soporte de estas funciones de forma es usualmente un disco centrado en
el nodo (o bien una esfera en tres dimensiones), pero es posible obtener soportes
rectangulares mediante el uso de productos tensoriales (figura 2:1):

W(x—x;)=W(x—x)W(y—yr) (2.3.3)
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SN

N

.
v
=7

Qs

Figura 2.1: Recubrimiento de un dominio bidimensional 2 por las funciones de forma
asociadas a cada nodo.
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La ecuacién (2.3.I) se discretiza mediante cuadratura nodal, dando lugar a:

w(x) = > W(x—x,)AViu, (2.3.4)

TI:xeQg

o bien:

w(x) = > P(x)uy (2.3.5)

I:xeQr

donde las ®; representan las funciones de forma del método y la cantidad AV;
representa una medida del volumen (drea en 2D) que rodea al nodo I.

Ejemplo 2.3.2. Por ejemplo, definimos la siguiente funcion

C S <h
W) = 4 0 %P Tz para [Ix] (2.3.6)
0, para ||x|| > h
donde || - || denota la norma Euclidea, que satisface los puntos (i),(ii),(iii),(iv) y (v)

anteriores para un Cj adecuado.

Teorema 2.3.1. Sea u(x) € LP(2) entonces

) <
(i) Nl o < el

e
(i) limllu—w =

Demostracion. Basta tener en cuenta el Teorema General de Convergencia. Véase

‘ODEN_ Y REDDY _[1976]. O

La integral (2.3.1) estd aproximada suponiendo que el dominio estd dividido
en N pequenos elementos con masa mq,mo, ..., my. La contribucion de cada uno
de estos elementos I cuya masa viene dada por m; y cuyo centro de masas es X;, es,

L
(xr)

donde p(x;) es la densidad en el punto x; y (2.3.1) estd estimado por

Wh(X — X[)U(X[)m]

)

uy(x) = Y Wilx —xp)u(x)AV; (2.3.7)
IcQ(x)

siempre y cuando W}, tenga soporte compacto, que es una de las propiedades men-
cionadas anteriormente.
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Nota 2.3.2. Notese que no es necesario el uso de una malla, no hay conexiones fi-
jadas entre los distintos nodos del dominio. La estimaciéon de la cantidad AV7, que
representaria una medida del volumen que rodea al nodo I supone a veces un pro-
blema anadido a esta formulacion, dado que se estd planteando una aproximacion
enteramente basada en nodos. Esta particién del dominio no es facil en general
(geométricamente hablando), si se tiene en cuenta un problema tridimensional com-
plicado.

La aproximacion de las derivadas espaciales de u se obtiene sustituyendo V -
u(x) para u(x) en (231).

V- wn(x) = / Wi(x — y)V - u(y)dy (23.8)

V-u(x) = — /Q u(y) - VW5(x — y)dy (2.3.9)

Asi la aproximacion del nicleo permite que los gradientes espaciales queden
determinados directamente por los valores de la funcién y de las derivadas del nticleo,
en vez de por las derivadas de la propia funcién. Como se ha comentado antes, la
integral que seria una aproximacién continua, se transforma en la suma discreta de

Veu(x)=— Y AVu(x;) - VIV, (x — x1) (2.3.10)
IceQ(x)

cacion se obtiene un sistema discreto de ecuaciones que puede ser resuelto para
obtener los coeficientes de u(x;).

El SPH ha sido empleado en simulaciones en mecanica de sélidos y fluidos,
tanto compresibles como incompresibles. Sin embargo, es uno de los métodos con
problemas de tipo numérico de mas variada indole. A continuacién se analizan al-
gunos de ellos.
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2.3.2. Problematica del SPH
Inestabilidad

En determinadas circunstancias, especialmente en la simulacion de sélidos
sometidos a un estado de traccion, se observé que el movimiento de las particu-
las era inestable. Este problema esta relacionado con la incapacidad del método
de reproducir exactamente un estado de desplazamientos lineal, lo que se denomina
usualmente falta de consistencia lineal, es decir, el método no es capaz de reproducir
un campo lineal de forma exacta.

Se han propuesto muy variadas soluciones a este problema. Quiza la mas exi-
tosa es la adicion al problema de otro conjunto de nodos denominados puntos de
tension (“stress points”). En estos puntos se evalian las tensiones u otras mag-
nitudes derivadas del campo esencial, de forma que velocidades, aceleraciones y
desplazamientos se mantienen en las particulas del método.

Otras aproximaciones al problema incluyen la adicién de términos correctores
al nicleo que dependen de la posicion relativa de los nodos, con lo que se complica
la evaluacién de las funciones de forma.

Modos espurios de deformacién

Los modos espurios de deformaciéon, que también existen en determinadas for-
mulaciones de Elementos Finitos con integracion reducida, se observan también en
el SPH. La causa debe buscarse en el hecho de que las derivadas del campo esencial
se evaluan en los nodos, donde la funcién W tiene derivadas nulas. Para solucionar
esto se puede, simplemente, calcular tensiones y deformaciones en otros puntos que
no sean los nodos, tal y como se explicé en el apartado anterior.

Inconsistencia

Ademas de los problemas anteriores, el SPH no parte de una particion de la
unidad —a esta propiedad se hard referencia mas adelante—, es decir, no puede
representar un movimiento como sélido rigido adecuadamente. Esto llevé a [LIu

W(x—xl,h) =C(x —x;x)W(x —x1,h) (2.3.11)

si posee esta propiedad. Existen hasta siete correcciones de este tipo publicadas,
algunas dando lugar a otro método distinto, como el Reproducing Kernel Particle
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Method, al que se hace referencia en la seccién 2.7

Condiciones de contorno esenciales

La correcta imposicion de condiciones de contorno es uno de los temas que
mas esfuerzo investigador ha consumido en los tdltimos anos en el ambito de los
métodos sin malla. El problema resulta del hecho de que, mientras en el método de

manera natural, éstas no se cumplen facilmente con funciones que tienen un soporte
circular o que, en general, poseen un soporte que no se adapta a la geometria del
contorno. Este problema se debe a dos factores fundamentales. Por un lado, la
funciéon de forma del SPH —como la mayoria de los métodos sin malla— no es
estrictamente interpolante, es decir, no cumple la denominada condicion de la Delta
de Kronecker:

@[(ZL‘J) #5[J (2312)

Este factor introduce una primera dificultad al darse el hecho de que los coeficientes
nodales del sistema discreto de ecuaciones de Galerkin no representan a la variable
nodal evaluada en el nodo, es decir, u"(x;) = >~ ; ®;(x;)u; # u;. Sin embargo, este
hecho tiene una importancia menor, ya que el paso de la funcién aproximada por
los valores nodales puede forzarse mediante el uso de multiplicadores de Lagrange
o de formulaciones que incluyan penalizacion. El problema mas grave es que la
aproximacién construida de acuerdo a (2.3.5) no permite una verdadera interpolacién
en el contorno esencial, es decir, ciertos nodos interiores poseen una influencia no
despreciable sobre el contorno.
Este comentario es extensible a la mayoria de los métodos sin malla.

2.4 Meétodo de Minimos Cuadrados Modviles

2.4.1. Construccion de la aproximacion

Supongamos que se quiere aproximar una funcién continua u: Q — R, Q C
R? d=1,2 6 3y se conocen sus valores u; en los puntos x; € 9,/ =1,...,N. En
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el MMCM (MLSM en nomenclatura inglesa), una funcién de aproximacién global,
G, de u se construye primero formando, en cada punto y € €2, una aproximacién
local de minimos cuadrados ponderados, Lyu, definida en términos de algunas base
{Pi}znzla n S N.

Se supone que la base {P;}_; tiene la siguientes propiedades:

(i) B eC™(Q),i=1,...,n

(iii) {P;}7, es linealmente independiente sobre cualquier conjunto n dado de N
puntos de €.

La aproximacion local Lyu, para cada punto y € Q, estd definida como

n

(Lyu)(x) = Y ai(y)Pi(x) (2.4.1)

i=1
Los coeficientes a;(y) se calculan resolviendo el siguiente problema:

Encontrar a*(y) € R” tales que Va(y) € R",

n

J(a*) = (u—;afﬂ , u—;afﬂ)y < (u—;azﬂ , u—ZaiPi)y (2.4.2)

i

donde (-, )y es un producto interno ponderado que depende del punto y, y esta de-

finido por
N
() = > u(x)Wi(y)v(xs) (2.4.3)
I
donde W;(y),I = 1,..., N, son funciones de peso, W;(y) > 0,¥y € Q y u,v €
C'(Q).
Asi

WE

J@) =S Wi(y) [u(x,) - Z a;‘PZ} 2 (2.4.4)

I=1

La inecuacién (2:4.2) implica que

(u—zam,Pj) =0 j=1,....n (2.4.5)
) y
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Asi

n

Y (P P)yar = (u,P)y,  j=1,...n (2.4.6)

2

Con el producto interno definido como en (2.4.3) y la hipdtesis inicial, donde se
supone que son conocidos los valores de la funcién u en x; € Q, I = 1,..., N, el
miembro derecho de la ecuacién (274.6) puede ser evaluado en cada punto y € Q.

positiva Yy € Q y los coeficientes a;(y) en (2.4.1) estdn univocamente determinados.

Demostracion. La matriz A(y) := (P;, P;)y puede escribirse como

Pi(x1) Pi(x2) Pi(xy) Wi(xy) 0
Py(x1) Py(x3) Py(xy) ) 0 Wa(x2) 0 )
P,.(x1) Pu(x2) Pn(.xN) 0 0 W, (xn)
Pl(Xl) P2(X1) Pn(Xl)
. P (IXQ) Pz(zxz) : Pn(:xg) — PWET
Pl(XN) PQ(XN) e Pn(XN>

Las filas de F son linealmente independientes, por hipdtesis (iii), asi se tiene
que el rango(F) = n y el rango(FT) = n. También W es definida positiva, ya que
Wi(y) > 0. Esto implica que A es definida positiva. O

Se puede reescribir (2.4.6) en la siguiente forma

A(y)a(y) = B(y)u (2.4.7)
donde
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B(y) = [W1<y>P<x1> Wi (y)P(x)| - ]wa(y)P(xn]
Pl(X])
P2 Xr
Px,) = (E )
Pn(XI)
Asi v
ar(y) =) Z Al Bir(y)w (2.4.8)
Por (2:4.1),
(Lyu)(x) = Z ay(y) Pr(x) =
k
=> Z > P(x) AL (y)Bir(y)us =
= Z @?(X)U[
donde

OY(x) =Y > Pu(x) A Bji(y) (2.4.9)
k
Si x =y, podemos eliminar el superindice y y escribir

d(x) = Z > Pux)A) Bji(x) (2.4.10)

Hasta ahora, simplemente se ha construido la aproximacién local, Lyu, de u.

Definicién 2.4.1. La funcién de aproximacién global, Gu, de u se define como
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sigue,
(Gu)(y) = (Lyw)(y) = Y _ai(y)Pi(y) VyeQ (2.4.11)

(Gu)(y) = ®i(y)ws (2.4.12)

Wi, I=1,...,N,€CYQ) entonces (Gu)(y) definida anteriormente € C™imi}(Q)
Demostracion. Teniendo en cuenta (2:4.7), se tiene que A(y)a(y) = B(y)u asi
A}Z-a -+ Aa,i = Byill

a; = xAi1 [B,iu — 2A7ia]

! existe y por la

Dicha expresién tiene sentido por el Teorema (2.4.1), A~
hipétesis de diferenciabilidad de W;,B,; y A, también existen. Las derivadas de

orden superior de a pueden ser calculadas tal y como se acaba de definir, por ejemplo,
a,ii = A_l [B7“u — 2A,ia7i — Am-a]

cuya expresion tiene sentido si [ > 2. Se concluye que a € C!(Q2). Entonces por la
definicion de Gu, la hipétesis de diferenciabilidad de P; y todo lo anterior, se tiene
que Gu € Ccmin{imi} () O

Ejemplo 2.4.1. Podemos considerar el caso de n =1 en (2:4.1)).

Por la ecuacién (2:4.8) se tiene que

Usando el producto interno discreto definido anteriormente en (2.4.3), la expresién
anterior se puede calcular mediante,

— Z;V W[(y)U(l']) — ivl(y>u(xl)

" (y) ZJJV WJ (y) . I
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donde -
U](y) . 1(9)

T way)

La funcién de aproximacion global Gu, en este caso, se llama Interpolante de She-

(2.4.13)

phard y viene dado por,

(Su)(y) =D vry)u(zs) (2.4.14)

Claramente v;(y) satisface

(i) 0 <vr(y) <1

N
(i) Sul) =1 VyeR

Las funciones de forma resultantes de la aproximacion descrita se muestran en
las figuras 2.3 a 2.5. En ellas se considera el segmento [0, 1] discretizado con once
nodos equiespaciados. En la figura 2.%(a) se representan las once funciones de forma
de los nodos, suponiendo que el soporte de cada funciéon de forma comprende en
su interior a otros dos nodos. Este hecho suele indicarse mediante un pardametro «
de valor av = sop(¢y)/d;, donde d; representa la separaciéon nodal. Las derivadas de
estas funciones de forma se presentan en la figura 2.23(b). Si el soporte se amplia,
tomando por ejemplo o = 3, se obtienen las funciones de la figura 2.3. Si lo que se
amplia es grado de los polinomios de la base, haciéndolo cuadratico, por ejemplo, se
obtienen las funciones de la figura 2.4. Finalmente, en la figura 2.5 se representan
todas las funciones de forma de los once nodos en este tltimo caso.

Teorema 2.4.3. Si Wi(y) € C™(Q2), entonces la coleccion de funciones vr(y)
definidas anteriormente en (2.4.13) representa una particion de la unidad.

Demostracion. Inmediata. 0
A continuacién se muestran algunas de las propiedades que presenta este méto-

do.

Propiedades del MM CM

Consistencia

Teorema 2.4.4. La aprorimacion por Minimos Cuadrados Moviles es consistente
de orden k si la base polinomial es completa hasta el orden k.
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Figura 2.2: Funciones de forma (a) y sus derivadas (b) construidas con una base
lineal y soporte o = 2,0.
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FUNCION DE FORMA

FUNCION DE FORMA

-0.2
0

0.1

0.2

0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
POSICION

(a)

0.1

0.2

0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
POSICION

(b)

Figura 2.3: Funciones de forma (a) y sus derivadas construidas con una base lineal

y soporte a = 3,0.



42 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

FUNCION DE FORMA
FUNCION DE FORMA

_02 L L L L L L L L L ~01 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) (b)

Figura 2.4: Funcién de forma del nodo central con base cuadrética y soportes (a)
a=20y (b)a=30

FUNCION DE FORMA

_02 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5
POSICION

Figura 2.5: Conjunto de funciones de forma con base cuadratica y a = 3,0.
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sirve para determinar los coeficientes incégnita del problema es definido positivo si
se respeta la condicién W (x, h) > 0. Por tanto, su minimo sera mayor o igual a cero.

Supongamos un campo esencial a reproducir dado por
u(x) =Y aipi(x) (2.4.15)

entonces, si hacemos a;(x) = «a; el funcional se anulard, tomando entonces su valor
minimo. Si la base p;(x) contiene todos los términos hasta el orden k, se obtiene
que la aproximacion por Minimos Cuadrados Méviles es consistente de orden k.
Pero ademas puede concluirse que cualquier funcion que aparece en la base puede

-------------------

de deformaciones en el frente de una grieta, por ejemplo. O

Condiciones de contorno esenciales

Como ya se ha comentado en el apartado anterior, una de las mayores di-
ficultades en la implementacién de métodos sin malla se refiere a la imposicion
de condiciones de contorno esenciales. Tanto en el RKPM como en el MMCM, la
aproximacién no pasa por los valores nodales. Dicho de otra forma, no cumple la
propiedad de la Delta de Dirac:

¢r(x7) # 015 (2.4.16)

Como consecuencia, no basta con sustituir en el sistema discreto de ecuaciones
del método de Galerkin aquellos valores nodales que son conocidas, ya que ello no
asegura que la aproximacion tome ese valor en el nodo. Ademas, —y esto pocas veces
se pone de manifiesto— no bastaria con que la aproximacién tome el valor prescrito
en el nodo (basta con usar multiplicadores de Lagrange o métodos de penalizacién
para lograrlo, tal y como se ha comentado), sino que el hecho de que nodos interiores
tengan influencia (esto es, su soporte intersecte) en el contorno, hace que no se pueda
lograr una interpolacion estricta en el contorno, solo dependiente de los nodos del
mismo.
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Integracién numérica

En la mayoria de los métodos sin malla basados en el método de Galerkin se
utiliza una malla de fondo para realizar la integracién numérica de la forma débil
del problema. Esto no supone, en general, una pérdida del cardcter de método sin
malla, puesto que esta malla no tiene las limitaciones de forma y regularidad que
necesita la de Elementos Finitos, al construirse sobre ella también la aproximacion.
Sin embargo, el hecho de que esta malla no coincida frecuentemente con el soporte de
la funcién de forma y a la vez el que ésta sea una funcion racional y no polinémica,
hace que se produzca un nivel de error relativo en la integracion numérica que, como
regla general, no baja de 10~7 por més que se refine la malla o se aumente el ntimero

- -

Coste Computacional

La funcién de aproximacion global por minimos cuadrados méviles Gu definida
anteriormente, puede ser demasiado cara, computacionalmente hablando. Para cada
punto y, hay que resolver un nuevo sistema de ecuaciones. Equivalentemente, se
puede también ortonormalizar las funciones P; con respecto al producto interno
ponderado, pero, como antes, la ortonormalizacion debe de hacerse en cada punto
y. En la practica, los pesos W estan definidos como traslaciones de una funcion
simple W, es decir,

Wi(y) :=W(y —xi) (2.4.17)

siendo W tal que satisface las siguientes condiciones:

(i) Elsoporte de Wy, sop(W7), es una disco abierto (una bola) de radio p centrada
en el origen.

(i) Para cualquier y € Q existen indices I, ..., I, k > n, dependientes de y, tales
que
k
y € ﬂ sop(Wp;)
j=1
Y X711, ..., Xz contiene un subconjunto de n puntos, para los cuales { P}, es

linealmente independiente.

La condicién (7) anterior implica que los tinicos puntos que intervienen en el
célculo de (Gu)(y) son aquellos que satisfacen |x; — x| < p y, en consecuencia, s6lo
algunas de las columnas de la matriz B definida en (2:4.7) no seran nulas.
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La condicién (i7) se impone para garantizar el buen comportamiento del sis-
tema A;; definido en (274.7) para todo y € Q. Nétese que una condicién necesaria
para que se cumpla (i7) es que k > n, estando k definida en (i7). Esta condicién es
necesaria pero no es suficiente para garantizar (i7). Este es un factor que limita en
la practica el uso de interpolantes por minimos cuadrados moéviles, debido a que las
funciones de base {P;}!" , son polinomios de bajo orden, especialmente en 2D y en
3D.

2.5 Método de Elementos Difusos

Se puede definir este método como una generalizacién de la técnica de interpo-

articulo no se menciona para nada el método de Minimos Cuadrados Méviles, pero
el procedimiento descrito por Villon et al. es exactamente el mismo que el MMCM.

Construcciéon de la aproximacion

En el MED (su nomenclatura en inglés es DEM ), una funcién u(x) estd local-
mente aproximada alrededor de un punto y mediante

n

w(x) = ai(y)Pi(x) (2.5.1)

i=1

donde { P}, es una base de polinomios. Né6tese que la expresién anterior es pre-
cisamente la ecuacién (2.4.1}). Como en el MMCM, los coeficientes a; se encuentran
minimizando el siguiente funcional,

Jy(a) = Wy(xi) [U(Xf) - i al-Pz-] 2

I=1

el cual es el mismo que en (2.4.4), excepto porque en (2.4.4) se usa Wi(y) en vez de
Wy(x7), es decir, se utiliza una “derivada difusa”, que converge a la derivada real.
Pero en la practica, las funciones peso utilizadas cumplen que W;(y) = Wy (xy), es
decir, ambos funcionales son idénticos.

Ademsds, como en el MMCM, la funcién de aproximacién global se obtiene haciendo
x =y en (2.5.1) y escribiéndolo simplemente como u(x) :

u(x) = Y ai(x)F(x) (2.5.2)
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Esto es equivalente a la definicién de Gu dada en (2:4.11}). Como en la seccién 274,

se tiene que

uw(x) = Z Z Z Pu(x) Ay (v)Bji(y)u; =

Py
u(x) =Y r(x)uy (2.5.3)

Nota 2.5.1. Villon et al. presentaron diversos usos para la aproximacion difusa. Entre
ellos estaba la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias como de ecuaciones en
derivadas parciales, por lo que lo llamaron Método de Elementos Difusos, MED
(DEM en inglés). La idea es usar las funciones de forma ®; como funciones de base
de un subespacio de dimensién finita de H'(2), por ejemplo, para posteriormente
usar un método de Galerkin para encontrar una soluciéon aproximada de la ODE o
PDFE en este subespacio. Nétese que por el Teorema 2.4.2, ®; € H'(Q) y se puede
construir un subespacio de H'(£2) usando dichas funciones.

2.6 Element Free Galerkin Method

de elementos difusos. La caracteristica esencial del método, llamado Element-Free
Galerkin Method (EFGM) es el uso de una malla auxiliar, compuesta simplemente
por elementos cuadrados, que cubren el dominio del problema completamente. Esta
malla de fondo se usa en el EFGM como soporte para el célculo de las cuadratura

Las funciones globales ®; construidas usando el Método de Minimos Cuadrados
Méviles no satisfacen la siguiente condicién

(I)](.’L'J)I(SIJ [,JIL...,N

Este factor debe ser tenido en cuenta a la hora de imponer condiciones de con-
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[1994] usan multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones de contorno
esenciales y muestran diversos ejemplos numéricos en los cuales las condiciones de
contorno se satisfacen exactamente.

Nota 2.6.1. Otra importante diferencia entre el MED y el EFGM es que en el
primero, las funciones globales ®; se calculan mediante,

Ori(x) =Y Y Pea(x)A] Bjr(x)
7 k

Notese que no hay dependencia de los coeficientes de la aproximacién, a;
definidos en (2.5.1)) con respecto a'y. En el EFGM si hay dependencia y las derivadas
de ®; se calculan como sigue

Dy ,(x) = Z > Pri(x) Ay Bir(x)+

diversos problemas de la mecanica de sélidos y fluidos.

2.6.1. Problematica del método FFGM

El principal problema de este método (y también del MED) es su alto coste
computacional. Ademds, satisfacer la condicién (i7) de la Seccién 2.4.1 es dificil
cuando la densidad de la nube de nodos que componen el dominio es muy irregular
o el orden de aproximacion local es superior al cuadratico.

De nuevo, la imposicién de condiciones de contorno esenciales es otro de los
problemas mas graves del FFGM. Aunque existen diversos métodos para forzar el
valor de la aproximacién en el contorno, como pueden ser los métodos de penalizacién
o de multiplicadores de Lagrange, éstos no logran sino una satisfaccién nodal de las
condiciones de contorno esenciales. El problema fundamental, que por el momento no
ha sido evitado, es la influencia de los nodos interiores en la aproximacion resultante
en el contorno esencial.
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2.7 Reproducing Kernel Particle Method

surge como resultado de la imposicion de la condicion de consistencia lineal sobre la
aproximacion original del SPH. La construccion del mismo se resume a continuacion.

2.7.1. Construccion de la aproximacion

Si se quiere que la funcion de forma del método reproduzca un campo lineal
en la variable esencial, se le debe exigir, en el caso unidimensional:

/ W(x—-y) ldy=1 (2.7.1)
Q

/QW(X —y) ydy =x (2.7.2)

La ecuacién (2:7.1)) es equivalente a la condicién de normalidad exigida en (2:3.1).
A partir de (2.7.1)), se obtiene que

/QW(X —y) xdy =x (2.7.3)

y restando (2.7.2) de (2:7.3) se obtiene

/Q Wx-y)(x—y)dy=0 (2.7.4)

Esta tltima condicion supone exigir a la funcién de forma que sea simétrica
respecto al origen, condiciéon que también cumple normalmente la funciéon de forma
del SPH. Sin embargo, esta condicién deja de cumplirse en la forma discreta del
método.

En este caso, dependera de la distribucién de los nodos o particulas. En forma
discreta, por lo general:

NP

> W(x—x,h)AV; #1 (2.7.5)
NP )
D (x = x)W(x —x7,h)AV; # 0 (2.7.6)

I=1
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donde NP representa el numero de particulas. Para que las condiciones anteriores
se cumplan en la forma discreta del método, se anade al nicleo una funcion de

correccion:

W(x —x7,x) = C(x — x7, X)W (x — x1, h) (2.7.7)

donde C(x — xr,x) representa la funcién de correccién, que detalladamente tendria
la siguiente estructura:

1% = x|

C(x —x1,%x) = aog(x, h) + a1 (x, h) -

—I—aﬁx,h)(@f—{—... (2.7.8)

donde ayg, ..., a, son ciertos coeficientes a determinar. Para ello, se parte del desa-
rrollo en serie de Taylor de una funcién (supuesta unidimensional por simplicidad):

Flxr) = f(x) + f/(x) <¥>h + f;(!x) (th_ X>2h2 . (2.7.9)

Si ahora se aproxima la funcién f de acuerdo con la ecuacién (2.3.1), se tiene:

NP

ix) = > W(x—xp,x) frAx; =
= ZW(X—X[,X)AX]> f(x)—

- Z (X _hXI>W(X—XI,X)AX[> f(x)h+...+

+ Y=y (X _hxf> W(x — x;, X)Axf> %hn + O(h™ )

(2.7.10)

De esta forma, para obtener consistencia de orden n —esto es, para que se repro-
duzcan campos polinomiales hasta el orden n—, se deben satisfacer las siguientes
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relaciones, en el caso unidimensional:

NP

My(x) = W(x —x7,x)Ax; = 1 (2.7.11)
I=1
NP X — X _

M(x) = ( . ’)W(x —x;,x)Ax; = 0 (2.7.12)
I=1

(2.7.13)

NP n

M,x) = Y ( - 1) W(x — x7,%)Ax; = 0 (2.7.14)
I=1

donde a las expresiones M;(x) se las denomina momentos de la aproximacion. De esta
forma, los coeficientes a; se pueden determinar a partir del sistema de ecuaciones:

mo(x)  my(x) ... mup(x) ap(x, h) 1
mi(x) mo(x) ... mui1(x) ai(x,h) _ O (2.7.15)
My (X) Mpr1(X) o0 Mmop(X) an(x, h) 0

Debe tenerse en cuenta que, como se desprende de la ecuacién (2.7.15), el
RKPM exige realizar una inversién de matriz en cada nodo. Légicamente, la “conec-
tividad” y por tanto el tamano de esa matriz cambia al evolucionar los nodos en
grandes desplazamientos, lo que complica significativamente su aplicacion.

2.7.2. Problematica del método RKPM

La problematica del RKPM, excepcién hecha de la inestabilidad o de la con-
sistencia lineal del método, es exactamente la misma que la del SPH en lo relativo
a imposicién de condiciones esenciales de contorno. Como se se esta observando, la
mayoria de los métodos sin malla la comparten.

2.8 Meétodo de Particion de la Unidad
A mediados de los 90, surge el método de Particién de la Unidad (PUM o

- - - - e e I I S N

________________________________________________

de incluir espacios de aproximacion que contengan potencialmente a la solucién del
problema. Cuando se tiene cierta informacién acerca de la solucién de un problema,
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parece légico intentar incluir dicha informaciéon en el espacio de funciones de forma
del método de Galerkin. Una de las caracteristicas que los autores destacan del
método es la capacidad de incluir este conocimiento previo de la solucion del proble-
ma en el espacio de aproximacién y la facilidad que ofrece para construir espacios
con un grado de regularidad alto (llegando incluso a funciones C*), antes que el
caracter de método sin malla.

En el método de los Elementos Finitos la aproximacion se realiza por medio
de polinomios a trozos, continuos a lo largo del contorno entre elementos. Se sabe
que para ciertos tipos de problemas (problemas con solucién altamente oscilatoria,
por ejemplo), otros espacios (los denominamos V;) pueden ofrecer mejores soluciones
que los polinomios. La forma de conseguir que el espacio global V' presente el grado
de continuidad deseado se basa en el uso de una particiéon de la unidad.

Sea {€2;} un cubrimiento sobre un dominio €2, de forma que
Uoi=0
y que
(i #0
(Vedse por ejemplo la figura 2.1). |

Sea {¢;} una particién de la unidad definida sobre dicho cubrimiento del do-
minio {€;}, es decir

sopp; C () Vi

Zqﬁizl en )

En cada uno de esos €); se define un espacio de funciones V; asociado a él, el
cual tiene las propiedades de aproximacion que se buscan en esa parte del dominio.
Por lo tanto, el espacio de aproximaciéon global estard formado en el PUM por la

V=> oV

Introducimos a continuacién el concepto de particion de la unidad de clase

combinacion

(M ,Cw,C¢ ) para poder desarrollar las afirmaciones anteriores.

Definicién 2.8.1. Considérese el recubrimiento definido en el parrafo anterior y
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que cumple que
M e N tal que Vx € Q card{i / x € Q;} <M

Si {¢;} es una particiéon de la unidad subordinada al recubrimiento {;} y que

satisface
sopp; C Vi, (2.8.3)
Z%’ =1 en (,
16l Lo < Coo, (2.8.5)
Ca

Vi S 50—~
|| 12 ||Loo = didm (Qz)
donde C,, y Cg son dos constantes, entonces {¢;} se denomina una particién de
la unidad de clase (M, C, C¢) subordinada al recubrimiento {€2;}. Si las funciones
{¢:} son, ademds de clase C™, se dice que la particién de la unidad también lo es.

Definicién 2.8.2. Sea {{2;} un recubrimiento del dominio del problema, 2 € R,
y sea {p;} una particién de la unidad de clase (M, Cy,Cg). Sea V; € H*(€; N )

___________

V= Z%‘Ui v; € Vi C HY(Q) (2.8.7)

Teorema 2.8.1. Sean {Q;}, {¢i} v {Vi} los elementos descritos en las definiciones
anteriores y sea, como es habitual, w, la funcion a aproximar. Se supone que los
espacios de aproximacion local V; cumplen que en cada £2; N <)

lu— vz, < eli), (2.8.8)
IV(u =)L, < ei)

entonces la funcion construida como

upy = Y v €V C HY(Q) (2.8.10)
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satisface las siguientes propiedades:

lu— uppllz, < JMO%(Z&{(@'))%, (2.8.11)

IV(u— upp)||p, < W(Z(ﬁb)z (i) 4+ C2e ())5 (2.8.12)

de las propledades, pues la primera se demostraria de una forma totalmente similar.
Dado que la funciones ; forman una particién de la unidad, se tiene que

u=1-u= (Z <piu> (2.8.13)
y entonces
IV(u—up)l, = IV Z pi(u = vi)l|L, (2.8.14)

=< QHZV% - HL2+2HZV u—v;)|lz, (2.8.15)

Dado que existen como maximo M de €2; que, por suposicion, se superponen en un
determinado punto x € Q, las sumas » . Vo,(u—v;) y > . ¢;V(u—v;) tienen como
maximo M términos para cada x. Por tanto, debe darse que

1> Veiu—vi)P< MY [Veoi(u—v,)? (2.8.16)
Iiwzv(u—vi)\Q < Mimv(u—vi)\Q (2.8.17)

De esta forma, dado que sopy; C €2;,
2]l va(u— M@ + 2l Z% Vi)l < (2.8.18)
2M Z IVei(u = vi)ll7, ) + QMZ leiV(u—=vi)ll7,0 < (2.8.19)

2M 3 9010 = i) By + 2M 3 019 (0 = vi)lEyangy < (28:20)

2

2M; <ﬁ&)2€§(z’) + Ofoeg(z')) (2.8.21)
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como queriamos demostrar. O

Nota 2.8.1. El teorema anterior establece que la aproximacion construida mediante
V =", Vi adquiere las caracteristicas de aproximacién de las funciones v; y las
caracteristicas de continuidad de la particion de la unidad. Esta es, sin duda, la
mayor aportacion de Babuska y Melenk al campo de los métodos sin malla. Puede
verse, ademas, que los Elementos Finitos constituyen una particion de la unidad y
que si la condicién (2:8.8) es respetada —condicién del dngulo minimo de la ma-

de ser enriquecido, anadiéndole los correspondientes espacios de aproximacion local
(“base extrinseca” en nomenclatura de Belytschko). Esto dard lugar a un método
denominado método de los Elementos Finitos Generalizado (GFEM).

2.8.1. Construccion del PUM

La forma mas general del método de Particién de la Unidad puede ser:

u'(x) =) )(x) Z Birp; (x) (2.8.22)

donde (3;; son las incégnitas del problema y p; es una base que suele incluir monomios
hasta un cierto grado, ademas de las funciones V; comentadas anteriormente, y
que son apropiadas para el problema en estudio. Como ejemplo de base p véase

en una dimension se podria considerar

T

_ 2 k
p =[l,z,2% ..., x

, senhnz, coshnz] (2.8.23)

Las funciones @Y constituyen una particién de la unidad, esto es, >, ®9 = 1.

2.8.2. Problematica del PUM

También en el PUM aparecen problemas relacionados con la imposicién de
condiciones de contorno esenciales. Aunque es posible lograr funciones de forma
estrictamente interpolantes (y dejando a un lado el caso particular de uso de los
Elementos Finitos como particiéon de la unidad), esto no basta para lograr una
imposicién apropiada de condiciones de contorno esenciales. Como ya se ha indicado,
esto se debe al hecho de que el valor de la funcién aproximada en un punto no nodal
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depende no soélo del valor que adquiera en los nodos del contorno, sino también del
que tenga en algunos nodos del interior del dominio (precisamente de aquellos cuya
funcién de forma asociada contiene en su soporte a esos puntos).

2.9 Meétodo de nubes h-p

El método de nubes h-p podria ser catalogado dentro de los métodos de parti-
cién de la unidad, pero teniendo en cuenta una particularidad, y es que construyen
las familias de aproximacién a base de multiplicar una particién de la unidad, que
se obtiene por minimos cuadrados moviles, por polinomios u otra clase de funcién
apropiada para el problema en estudio. Esto introduce la posibilidad de aumentar
el grado de polinomios que forman las funciones de forma (adaptatividad p), a la
que se le puede anadir también la introduccién de nuevos nodos (adaptatividad h).
Las familias resultantes conservan la propiedad de la particién de la unidad.

2.9.1. Construccién del método de nubes h-p

que forman la particion de la unidad a partir de una funciéon de forma de minimos
cuadrados moviles de orden k.

Su formulacion podria escribirse como:

u'(z) = iiq)f(x) (u + Zq;bijqj(x)) (2.9.1)

donde la funciones g;(x) es una base de monomios de orden mayor que k.
Otra forma de expresar (2.9.1), donde claramente se aprecia el aumento del
orden del polinomio desde k hasta p, se muestra a continuacién:

3

=
<7
)
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Figura 2.6: Nucleo W empleado en las nubes h-p.

donde g =p—kyb;conl=1,2,...,q, son parametros adicionales de la aproxi-
maciéon. Para cada nodo en el que se aumenta el grado del polinomio, se introducen
q grados de libertad adicionales, los cuales se corresponden con los parametros adi-
cionales b;;, siendo en total p — k + 1 pardmetros por nodo (p — k debidos a los b;,
y uno mas por el pardmetro u;).

Para la construccién de una particion de la unidad en el método de las nubes
h — p, Duarte y Oden emplean precisamente la técnica de aproximacion mediante
minimos cuadrados moviles. Asi, si consideramos una funcién peso, que hemos venido
denominando W (y — z;) y que es de clase C°, se definen las funciones ®; como:

®,(z) = PT(z) A" Bi(z) (2.9.2)

donde P = {P;, P,,..., P,,} es un conjunto de funciones linealmente independientes
y los términos A y B se definen segun la expresion (2.4.7).

Nota 2.9.1. La construccién del método de nubes h-p descrita anteriormente pone
de manifiesto, ademas, que es posible construir una aproximacién de cualquier grado
de consistencia a partir de los interpolantes de Shephard descritos en la ecuacion
(2:4.13) vy, por tanto, sin la necesidad de invertir una matriz en cada nodo.

[

nubes h-p, entre una base intrinseca —la propia del MMCM— y otra extrinseca,
es decir, la que conforma finalmente la familia de funciones de aproximacion que
Oden denomina ]—"]]f,’p . La gran ventaja de la adicién de la base extrinseca respecto a
la formulacion estandar del Element Free Galerkin es la posibilidad de implementar
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Figura 2.7: Nucleo W en 2D obtenido por producto tensorial y, por tanto, con soporte
rectangular.

la adaptatividad p. De otro modo, la introduccién de términos de distinto orden en
la base intrinseca llevaria consigo la inclusion de una discontinuidad en el campo
esencial.

2.10 Meétodo de Petrov-Galerkin local

Una de las dltimas aportaciones relevantes a los métodos sin malla ha sido

tuyendo lo que han denominado Método de Petrov-Galerkin Local (Meshless Local
Petrov-Galerkin method, MLPG). Fue propuesto para resolver problemas de poten-
cial lineales y no lineales. En esencia no aporta novedades en lo que respecta al
método de aproximacién —que vuelve a utilizar minimos cuadrados méviles—, pero
si en el tratamiento de la forma débil del problema de valores en el contorno. Usa
una forma débil local simétrica sobre un subdominio 2; C €2, como formulacién, y la
aproximacién por minimos cuadrados méviles para desarrollar un verdadero méto-
do sin malla. Este método impone las condiciones de contorno esenciales mediante
penalizacion.

En el método de Petrov-Galerkin local, en vez de elegir las funciones test que
denominamos v; iguales a las funciones que se usan para aproximar la funcién que
denominamos u; (Galerkin), se eligen las funciones u; y v; de dos espacios distintos.
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Figura 2.8: Construccion de la forma débil del problema en el método local de
Petrov-Galerkin.

En concreto, las funciones test no necesitan tener un valor nulo en los puntos de
la frontera donde existen condiciones de contorno esenciales. Por lo general, las
funciones u; se aproximan por minimos cuadrados moviles, y las funciones test v; se
elegiran de forma distinta a partir de funciones conocidas.

Usualmente, se eligen las funciones test v; de forma que se anulen en la frontera
I'g, del subdominio. Esto se consigue facilmente usando la funcién de peso de la
aproximaciéon por minimos cuadrados méviles también para la funcién test v;, pero
cambiando el radio de influencia r; de la funciéon peso que se use, por el radio rq del
dominio local ;.

Alli donde los soportes de las funciones de forma intersectan al contorno del
dominio, I'Y = Q2 N T, se hace necesario integrar sobre soportes de geometrias
a menudo irregulares (figura 2:8). Esta caracteristica, presentada como la mayor
ventaja del método por no ser necesaria la construccion de celdas de integracién
como en la forma estandar del EFGM o en el RKPM, proporciona mucha mayor
complejidad a la integraciéon numérica.

Por lo demas, el MLPG muestra niveles de exactitud y convergencia similares
en todos los casos al EFGM o al RKPM.

2.11 Meétodo de Esferas Finitas

__________________

método sin malla, el método de esferas finitas, para la solucién de problemas de
valores en el contorno sobre dominios complejos.
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En esta técnica, la discretizacion esta planteada mediante funciones con soporte
compacto sobre esferas de dimension n, y la forma débil de Galerkin de las ecuaciones
diferenciales de gobierno estan integradas usando reglas especiales de integracion
numérica.

Construccion de la aproximacion

Dada una nube de N puntos que determinan el dominio 2. A cada nodo de la
nube se le asocia una esfera con centro en el propio nodo y un cierto radio, B(x,r;),
tal que la unién de todas las esferas forman un recubrimiento del dominio, de tal
forma que las esferas pueden estar totalmente contenidas en el dominio (esferas
interiores) o bien, pueden intersectar con el contorno de éste (esferas de contorno).
En la figura 2.1 (a) se muestra un recubrimiento en dos dimensiones de un cierto
dominio.

Las funciones de interpolacién se construyen con soporte compacto en estas
esferas y se generan a raiz del paradigma de la Particién de la Unidad, apartado 2.8
anterior. El primer paso para desarrollar esta técnica es definir en cada nodo I de
la nube dada, una funcién de base ¢}(x) tal que

= SV (x) =1, Ve € Q.
= sop(y](x)) C B(wr, 7).
= ¢j(x) € C(R"), s > 0.

Definicién 2.11.1. El sistema de funciones formado por {¢%(x)}_; se dice que for-
ma una particién de la unidad subordinado al recubrimiento abierto { B(xy, )} ;.

Proposicién 2.11.1. Estas funciones de aproximacién asi construidas, {o%(x)}_,,
tienen consistencia de orden 0, es decir, son capaces de reproducir un movimiento
como solido rigido al reproducir exactamente funciones constantes.

Demostracion. Puede consultarse en 'DE Y BATHE _[2001c]. O

Para lograr una consistencia de mayor orden, se define en cada nodo I un
espacio de aproximacién local V/* = span{p,,(x)}, donde p,,(x) son polinomios u
meF

otras funciones y F es un conjunto de indices. El superindice h es una medida del
tamano de las esferas.
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El espacio de aproximacién global V} se genera multiplicando la funcién de
particion de la unidad en cada nodo I con las funciones de base local,

N
Vi = vy

I=1

Por lo tanto,

un(®) =Y ) hm(®)asm, (2.11.1)

I=1 meF

donde hy,, es
him = ¢7(@)pm(2) (2.11.2)

funcién de forma asociada al m-ésimo grado de libertad «y, del nodo I.

Nota 2.11.1. Obsérvese que si una funcién p,,(x) estd incluida en la base local de
todos los nodos del dominio, entonces es posible reproducir p,, () en todo el dominio.
Esta propiedad se conoce como propiedad de reproduccién de las funciones de forma.

En la eleccién de las funciones que forman una particién de la unidad, DB

Shepard definidas por
W](CB)
PiE) = =5
>y Wilz)
donde Wi(x) denota una funcién radial con soporte compacto sobre la esfera cen-
trada en el nodo I, de tal forma que sop(W;) C B(xy, 7).
zllo

Estas funciones radiales son tales que Wi(x) = W(s;), donde s; = ”m_”

Proposicién 2.11.2. Como propiedades de la eleccion de las funciones W ante-
riores que forman una particion de la unidad para la aprozimacion del método, se
tiene que:
(a) Dados W; € C5(B(xr,77)), I =1,2,...,N. y pm(x) € C(Q), para s,1 > 0.
Entonces, las funciones de forma hp,(x) satisfacen que

him(x) € C" Y (B2, 1) N Q).
(b) Si las funciones Wi(x) y pm(x) son continuas, el campo de desplazamientos
es continuo.

(c) Los campos de tensiones obtenidos a partir de la derivada del campo de des-
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tienen pendiente nula en el centro, x, y sobre la superficie, S(xr,r;) de la
esfera sobre la cual estd definida, siempre y cuando las funciones py,(x) y sus
derivadas sean lo suficientemente suaves.

de hp, en la ecuacion (2.11.2). Lo demads es consecuencia directa de ello. 0

Nota 2.11.2. El ultimo apartado anterior se entiende mejor si se reconoce que, para
funciones p,,(x) lo suficientemente suaves, los campos de tensiones son continuos
siempre y cuando las derivadas de W; con respecto a las coordenadas espaciales
€T; (Z S 1, 2, 3)

OW(s1) @i —an [i dW(SI)] (2.11.3)

0x; r? s; dsy

son continuas en B(xy,rr) y sobre S(xy,77).
Esta derivada existe cuando S; — 0 si W; tiene pendiente nula en el centro

S(xy,7r), es decir, cuando S; — 1 si W tiene pendiente nula sobre la superficie

S(xy,rr).

Nota 2.11.3. Para obtener un campo de tensiones constante, la ecuacién (2.11.3)
anterior, introduce dos condiciones a la primera derivada de la funcion W;. Si a la
funciéon Wy se le exige que se anule sobre la superficie S(xy,77), es decir, W(s; =
1) = 0, surge entonces una tercera condicién. Para satisfacer esas tres ecuaciones,
la funcion W necesariamente debe ser al menos cubica en s;. De y Bathe escogen
funciones de peso splines ctibicos de la siguiente forma

— 457 +4s3, 0< 57 > 3
—4sy+4s7 — 383, 1< s <1
, sp>1

=

n

~

~—

I
—N
O Wikl

Problematica del método

El principal problema que presenta este método es que los dominios de in-
tegracion de la formulacién débil son, por lo general, intersecciones de esferas, los
cuales no son dominios triviales, asi que es necesario el empleo de una técnica espe-
cial de integracion. Estas técnicas, ademas de un coste computacional muy alto, no
proporcionan un nivel adecuado de exactitud, como se analizarda mas adelante.
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CAPITULO

3

EL. METODO DE LOS
ELEMENTOS NATURALES

En este capitulo se analiza uno de los métodos mas recientes de la familia
de los métodos sin malla: los métodos de Galerkin de vecindad natural (también
conocidos globalmente como método de los Elementos Naturales). El planteamiento
es similar a los anteriores, es decir, se parte de una técnica de interpolacion de datos
irregularmente espaciados. En este caso, la técnica de interpolacién se conoce como
11994]). Esta es usada para la construccién, mediante el método de Galerkin, de una
base de un subespacio finito del espacio total de bisqueda —de dimension infinita—
al que se considera que pertenece la solucion al problema planteado.

a diversos problemas dentro de la geofisica, campo dentro del cual la interpolacion
por vecinos naturales es especialmente 1til, asi como a la simulacion de la interaccion
fluido-estructura. A estos autores se debe el nombre de Método de los Elementos
Naturales (MEN). El andlisis mas profundo de su aplicacién en la elastostética y

63
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o

Figura 3.1: Triangulacién de Delaunay de un conjunto de puntos.

AN

En esta seccién se hard un repaso en profundidad de las caracteristicas de
este método en su aplicacion a la resolucion aproximada de ecuaciones en derivadas
parciales (EDP).

3.1 Interpolacién por Vecinos Naturales

Las coordenadas de vecino natural y la interpolacién por vecinos naturales

puntos A = {ny,...,n,}, el sistema asociado de coordenadas de vecinos naturales
es un conjunto de funciones continuas ¢; : R* — R, [ = 1,...,n, definido a
partir del diagrama de Voronoi de A.

Definicién 3.1.1 (Criterio del circuncirculo vacio). Sea A = {ny,...,n,} un
conjunto de puntos. Dada una triangulacion de dicho conjunto, se dice que cumplen
el Criterio del Circuncirculo Vacio si dentro de cada circulo que pasa por los tres
puntos que forman cada triangulo, no existe ningin otro punto del conjunto A.

Nota 3.1.1. Existe la excepcion del caso “degenerado” en el que un niimero n > d+2
de puntos estén situados en la misma esfera, siendo d la dimension del problema.
Este es el caso de 4 puntos en una circunferencia o de 5 puntos en una esfera.

Definicién 3.1.2. Dado un conjunto de puntos A = {ny,...,n,}, se denomina
triangulacién de Delaunay, Del(.A), a la tnica triangulaciéon de dichos puntos, que
cumple el criterio del circuncirculo vacio.

En la figura 8.1 se puede observar la triangulacién de Delaunay de un pequeno
conjunto de puntos y su estructura dual, la teselacién de Dirichlet o Diagrama de
Voronoi.
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Nota 3.1.2. Por simplicidad, el desarrollo que se presenta a continuacién esta basa-
do en el espacio euclideo en R2. La mayoria de los conceptos son extensibles a R3
o incluso a un espacio genérico R", aunque no todas las propiedades que se pre-
sentan se cumplen para n > 2. En esos casos, se hara referencia explicita a esas
particularidades.

Definicién 3.1.3. Dado un conjunto de puntos A = {ni, ns, ..., n, } en R? se define
la teselacién de Dirichlet (o diagrama de Voronoi o de Thiessen, pues de la tres
formas se le conoce) de primer orden, Vor(A), a la subdivisién del plano en regiones
tales que todos los puntos de esa regién estan mas cerca del punto al que ésta

Tr={x €R?*/d(z,n;) <d(x,n;) VJ#I} (3.1.1)

donde T} representa la celda de Voronoi asociada al punto n;. d(-, ) representa la
distancia euclidea entre dos puntos.

Si definimos el bisector de dos puntos ny,n; como el hiperplano perpendicular
a la linea mym;, éste divide al plano en dos semiplanos. Siendo h(ny,n;) el semiplano
que contiene a nyy h(ns,nr) el que contiene a ny, se tiene una definicién equivalente
de la celda de Voronoi en la forma

T;= () hngng) (3.1.2)

1<J<n, J£I

Queda claro a partir de esta definicion que la triangulaciéon de Delaunay de un
conjunto de puntos se construye sobre la envoltura convera del conjunto A. Por
envoltura convexa (convezr hull en terminologia inglesa, CH(A) o conv(A)), se en-
tiende el mas pequeno de los conjuntos convexos que contienen a A.

Definicién 3.1.4. Se denota T7; a la celda de Voronoi de segundo orden y se define
como el lugar geométrico de los puntos que tienen al punto n; como el més cercano
y al n; como el segundo en cercania. Formalmente

Try={x €R?*/ d(z,n;) <d(x,ng) <dx,ng)VJ#I#K} (3.1.3)
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3.1.1. Coordenadas de vecino natural

Definicién 3.1.5. Dado un punto @, se define Vort = Vor(AU {x}) y Delt =
Del(AU {x}). A su vez, podemos denotar a V' (x) a la celda de Voronoi de & en
Vort.

Definicién 3.1.6. Los vecinos naturales de un punto & con respecto a A son los
vértices distintos de & que forman triangulos de Del™ a los que también pertenece
x.

La definicién de las coordenadas de vecino natural de un punto x se obtiene
a partir del diagrama de Voronoi de primer orden. Si sobre éste, ya construido, se
introduce «, las areas de las celdas sufriran una modificacién por la presencia del
nuevo punto. Las coordenadas de vecino natural proporcionan una cuantificacién de
esta variacion y, por tanto, una medida de la proximidad relativa entre los nodos.

Definicién 3.1.7. Sea entonces k(x) una medida de Lebesgue (longitud, drea o
volumen si tratamos con R, R? o R3, respectivamente) de la celda T,. Sea asimismo
kr(x) una medida equivalentemente definida para la celda de segundo orden T;.
Entonces las coordenadas de vecino natural de @ respecto al nodo [ se definen como
la relacién entre el area de T; que ha sido transferida a T, respecto al drea total de
T,. Esta definicién se representa esqueméticamente en la figura 8.9 y se expresaria
matematicamente como:

or(x) = (3.1.4)
Respecto a la figura 8.2, se tendria que:

Aa €
di(x) = 0 (3.1.5)
abcd

Proposicion 3.1.1. Las coordenadas de vecino natural tienen interesantes propie-

dades:

(1) Para cualquier I < n,¢r(x;) = 01y, donde 01y es el una Delta de Kronecker.

(2) Para I =1,...,n, ¢;(x) >0y i(bl(zc) =1
=1
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Figura 3.2: Definicién de las coordenadas de vecino natural.

Proposicién 3.1.2. Denotemos por A el soporte de ¢p, es decir, el subconjunto de
x tales que ¢r(x) # 0. Entonces se tiene que Ay estd incluido en la union de las
bolas que circunscriben los d-simplex ! de Del(A) que son incidentes en el punto ny.

Aunque més adelante, en la seccién 8.4, se comenta el célculo de las funciones
de forma, a continuacion se muestra graficamente el aspecto de una funcién de forma
calculada mediante la técnica de vecinos naturales. Véase la figura (3.3).

Proposicién 3.1.3. La interpolacion de la variable esencial del problema (en gene-
ral, el desplazamiento) se realizaria entonces

u'(z) = or(@)u (3.1.6)

u; representa el desplazamiento del nodo I y ¢;(x) serian las funciones de forma
asociadas a cada nodo evaluadas en el punto .

Actualmente ha aparecido en la literatura un nuevo interpolante, debido a

referenciado como interpolante por vecinos naturales no-Sibsoniano o de Laplace.

LEs la menor de las envolturas convezas que contienen a d+1 puntos. Por ejemplo, un 2-simplex
es un tridngulo. Mds adelante se define con mayor precision este concepto ('Q._5_.13)
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Figura 3.3: Funcién de forma centrada en un nodo que se encuentra rodeado de otros

Definicién 3.1.8. Si se define la celda de interseccién t;; = {x € Ty Ty, J # I}
(ndtese que ty; puede ser un conjunto vacio) se puede definir el valor

|t1]
= 3.1.7
as(z) d(xz, ;) ( )
donde | - | representa la medida de Lebesgue en R4, siendo d la dimensién del

espacio en estudio.
Asi, el valor de la funcién de forma del punto x con respecto al nodo 4 en la
figura 8.4 se define como

nsig) — (@) sa(@)/ha(z)
F@) = @) T S @) (@) (3.1.8)

El aspecto de esta funcién de forma asi definida, véase la figura 8.5, es muy
similar al de la funcién de forma Sibsoniana vista anteriormente, mostrada en la
figura 8:3.

En el apartado dedicado a las propiedades del método 8.3, se comentan también
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Figura 3.4: Definicién de coordenadas no-Sibsoniana.

las propiedades de la interpolaciéon no-Sibsoniana.

Nota 3.1.3. El interpolante no-Sibsoniano se define usando entidades geométricas
de una dimensién menos que el espacio original en consideracion. Esto hace que, en
general, el coste computacional sea ligeramente menor.

3.2 Formulacion débil del problema

A continuacién se presenta un estudio de las ecuaciones de gobierno y de la
forma débil del problema de la elastostatica lineal. Sin embargo, en el desarrollo
de esta tesis, se puede encontrar otro tipo de ecuaciones de gobierno, como en el
capitulo dedicado a la formulacién mixta (Capitulo §), asi como el capitulo dedicado
a la dindmica de fluidos (Capitulo §). A ellas se hard referencia mas adelante.

Ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones que gobiernan el problema de la elastostatica lineal se pueden
formular como sigue:

Dado un dominio €2 C R", con n = 1,2, 3, y dado I" su contorno, la ecuacién
de equilibrio en elastostatica lineal puede escribirse como

V-o+b=0, en{, (3.2.1)
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donde V es el operador divergencia, o representa el tensor de tensiones de Cauchy
para un campo de desplazamientos cinematicamente admisibles u y b es el vector
de fuerzas por unidad de volumen.

La relacion de comportamiento para un material elastico lineal en proceso
isotermo y con tensiones y deformaciones iniciales nulas, viene dada por

o=C:e, (3.2.2)

donde € es el tensor de pequenas deformaciones de Cauchy, y C el tensor de com-
portamiento del material. La relacion cinematica entre el tensor de pequenas defor-
maciones y el vector de desplazamientos u es

e = Viu,

donde V* es la parte simétrica del operador gradiente.
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Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno naturales y esenciales son, respectivamente:

Debe cumplirse que I' =T, + T’y y que I', Ty = 0. Donde T es el contorno de Q, n
representa el vector normal al contorno y @ y ¢ son los desplazamientos y tensiones
en el contorno prescritos, respectivamente.

Formulacién débil del problema

La forma débil o forma variacional (principio de los trabajos virtuales) asociada
a la ecuacién (8.2.1) serfa: Encontrar u € H'(Q) tal que

/ Vv : ad) = / dv - bdQ) +/ Sv - tdl' Yév € Hy(Q), (3.2.5)
Q Q It

donde H'(Q) es el espacio de Sobolev de funciones con la primera derivada de
cuadrado integrable sobre Q, y Hj(f2) es el espacio de Sobolev de funciones con
el cuadrado de la primera derivada integrable sobre en 2 y que se anulan sobre la
frontera esencial T',,.

La forma discreta del problema (método de Petrov-Galerkin) se tendria al
escoger unas aproximaciones a u y 0v de la forma:

Sult = Z U (z)dvy; (3.2.6)
T

uf = > &p(z)uy (3.2.7)

donde dvy; son coeficientes arbitrarios, con tal de que 51}? se anule en I',. Normal-
mente, en el &mbito del método de los elementos naturales, las funciones W, (z) y
() se toman idénticas a las dadas en la ecuacion (3.1.4), dando lugar a un método
de Bubnov-Galerkin. Se obtiene asi un sistema discreto de ecuaciones

Ku = f" (3.2.8)
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donde
K;; = / BTCB;dQ, (3.2.9)
Q

o / ¢rEdl + / drbdQ + / BTCe*dq. (3.2.10)
T Q Q

donde C representa la forma matricial del tensor de comportamiento de cuarto
orden, C.

En las anteriores ecuaciones, B; es la matriz de derivadas de las funciones
de aproximacion, la cual viene definida como sigue para el caso de un problema
tridimensional (por ejemplo),

¢I,m 0 0
0 ¢ry O
0 0 ¢I z
B; = ' 3.2.11
! ¢I,y ¢I,a} 0 ( )
¢I,z 0 ¢I,a}
O ¢I,z ¢I,y

La matriz de comportamiento C' para un material isétropo elastico lineal es:

I = = 0 0 0
1 = 0 0 0
E(1-v) T 15 1 0 0 0
C= voTw o (3.2.12)
20040 | 0 0 0 g 00
000 0 0 &2 0
0 0 0 0 12

3.3 Propiedades del Método de Elementos Natu-
rales

A continuaciéon se describen algunas de las propiedades mas importantes que
presenta este método. Estas propiedades son consecuencia directa de la interpolacion
por vecinos naturales descrita anteriormente, asi como propiedades que también
ofrece el interpolante no-Sibsoniano aplicado al método de los elementos naturales.
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Proposicién 3.3.1 (Funciones estrictamente interpolantes). A diferencia de
la mayoria de los métodos sin malla, las funciones de forma del método de los
elementos naturales son funciones estrictamente interpolantes, es decir, la superficie
interpolada contiene los valores nodales:

¢]($J) = 5]], (331)

de forma que los pardmetros nodales w, son los desplazamientos nodales.
Demostracion. Inmediata, al hacer @ — J en (3.1.4). O

Obtenemos asi una primera ventaja de este método frente a otros métodos sin
malla, ya que no hace uso de técnicas de interpolacién para la prescripcion de despla-
zamientos nodales, bastaria con realizar una sustitucién directa. Sin embargo, debe
tenerse en cuenta que esta propiedad no es suficiente para una correcta imposicion
de condiciones de contorno esenciales, por que el cumplimiento de éstas en los nodos
del contorno no asegura su cumplimiento en todo él.

Nota 3.3.1. Otras funciones como las del MMCM, tienen un caracter aproximante,
no cumplen la condicién anterior (8.3.1).

Nota 3.3.2 (Independencia de la distribucion). Es conocida la dependencia de los
métodos de aproximacion a la distribucion de los puntos que forman el mallado

angulo minimo de la triangulacién para asegurar la convergencia de los resultados.
Sin embargo, la interpolaciéon por vecinos naturales, y por extension el MEN, no
muestran un comportamiento tan sensible a dicha distribucién de los puntos. De
hecho, no existe ningin requerimiento sobre el angulo minimo que deben tener los
triangulos que forman la triangulacion de Delaunay del dominio del problema, ni
tampoco se han mostrado dependencia directa de los resultados que presenta el MEN

Nota 3.3.3 (Particién de la unidad). Por construccién, (ecuacién 8.1.4), las funciones
de forma del MEN constituyen una particién de la unidad, es decir,

> or(m) =1 (3.3.2)

Esto puede ser aprovechado para enriquecer el interpolante, tal y como propusieron

e e b e e
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Por otro lado, es bien conocido que para asegurar la convergencia de un método,

La consistencia del método esta relacionada con el grado del polinomio que es
capaz de reproducir. Si la ecuacién diferencial que rige el problema es de orden 2k,
entonces al método se le exige consistencia de orden k, es decir, que sea capaz de
reproducir un campo constante en la derivada de orden k de la variable esencial.

Particularmente en el caso de la elastostatica, cuya ecuacion diferencial es de
grado 2, se debe poder reproducir un campo de desplazamientos lineal.

Proposicién 3.3.2 (Consistencia y estabilidad). El método de los elementos
naturales formulado anteriormente es consistente y estable.

____________

cumplen

=) oér(x)x (3.3.3)

Esta propiedad, junto con la propiedad de particién de la unidad (3.3.2), proporcio-

nan la demostracion de la consistencia lineal. O

Proposicién 3.3.3 (Continuidad y derivabilidad). Referente a las condiciones
de continuidad y de derivabilidad, la funcion de forma del MEN es derivable, de clase

Sibsoniano es suficiente demostrar que ¢;(x;) — d;; cuando x se aproxima a
x ;. Notese que ¢ (x) es finito mientras ¢;(x) para I # J tiende a 0 cuando x se
aproxima a ;.

Para cualquier I = 1,...,n, se obtiene que

or(x)
() + -+ ds(x)+ -+ du(x)

— 01

or(x) =

O

Nota 3.3.4. Es posible construir funciones de forma de continuidad C! basadas en la
interpolacién por vecinos naturales. Varios tipos de estas interpolaciones han sido

de una interpolaciéon de alto orden usando interpolantes no-Sibsonianos.
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Propiedades de la interpolacién no-Sibsoniana

El interpolante no-Sibsoniano presenta las mismas propiedades que el inter-
polante Sibsoniano, tales como particién de la unidad, interpolacién, soporte y
regularidad de las funciones de forma, propiedades que se comentan mas adelante
en el apartado dedicado a las propiedades del método, B.3. Ademds, debido a las
propiedades anteriores, ambos interpolantes aseguran que la norma de la interpo-
lacion estd acotada: ||ul| < mazrur. Los interpolantes resultantes de combinaciones

lineales de interpolantes Sibsonianos y no-Sibsonianos son también interpolantes
basados en vecinos naturales validos para la solucion de ecuaciones en derivadas

---------------------

lineal de la forma:
u(x) = a+ Bz, (3.3.4)

donde o y 3 son vectores constantes. Los desplazamientos nodales exactos estdn
dados por
ur=a+ Bz, (3.3.5)

donde I es el indice de cada nodo. Considérese la funcion de aproximacion del MEN,
u'(@) =Y dr(x)ur, (3.3.6)
I=1

donde u; es el vector de desplazamientos nodales del nodo I. Teniendo en cuenta
(8:3.5) en la ecuacién anterior, se obtiene

u'(x) = aZgbI(m) +,6’TZ¢[(:B):BI. (3.3.7)

Sumando y restando a esta ecuacién B’ @ y teniendo en cuenta que

> or(x) =1,
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se tiene que

u'(x) = a—i—,BT:B—i—,BTZgbI(m)(mI —x). (3.3.8)

Para completar la demostracién es suficiente mostrar que se mantiene la siguiente
igualdad:

> i) (@ —x) = 0. (3.3.9)

En primer lugar se demuestra que la igualdad anterior se satisface en el caso bidi-
mensional. Teniendo en cuenta una transformacién del espacio R? en el espacio C,
tal que

(r,y) €ER? z=a+iyecC

se puede reescribir el criterio anterior como
> i(2) (21 — 2) = 0. (3.3.10)
I

Sustituyendo la forma explicita de la funcién de forma no-Sibsoniana de la ecuacién
(B-L.8) se obtiene
S (e — 2)3
n  sy(z)
ZJZI hi(z)

Para demostrar lo anterior, notese que los lados de la celda de Voronoi que contiene

— 0. (3.3.11)

a (x,y) son los numeros complejos Z;. Si el poligono tiene el contorno cerrado, se

satisface
n

22[:0.

I=1

Introduciendo la forma trigonométrica de los ntimeros complejos,

zr = si(z)exp(ipr(2)),

3
3

n
™

Zr = sp(z)exp(ivr(z)) = ZZ sr(z)exp(ipr(z) — 25) =0, (3.3.12)

y como |zr — z| = 2h;(2), se puede escribir que

i3 mleerntians) — )| 15 =53 -9 G —0. a
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lo cual prueba la ecuacién (8:3.11) y asi

u'(z)=a+ Bz =ux),

quedando completa la demostracién para el caso plano.

Para un caso arbitrario R? considérese andlogamente un campo de desplaza-
mientos lineal u(x) € R, el cual satisface la ecuacién (B.3.9) anterior. Siguiendo la
demostracion para el caso plano, se tiene que demostrar el siguiente criterio para el

Sy (@ — ) )
sy(x)
ZJ 1 hi(az

Para probar esto, considérese una superficie cerrada S de la celda de Voronoi que

caso de d dimensiones.

— 0. (3.3.14)

contiene a & € R? y su volumen V. Considérese también el vector identidad. Por el
Teorema de Green

/V VfdV = ﬁ fds. (3.3.15)

Sustituyendo f = 1 en la ecuacion anterior, se obtiene

VidV =0= ¢ dS = ), (3.3.16)
/v j{ Z |=’Bl—fl3|

y como |zr — z| = 2h;(2), se puede escribir que

3 @ —@)silx) (3.3.17)

lo cual prueba la ecuacién (8.3.14) y asi

quedando completa la demostracién para el caso general. O

3.3.1. Aproximacion en el MEN

La aproximacién que estas funciones de forma proporcionan en un determinado
punto depende directamente del niimero de vecinos naturales que tiene ese punto.
A continuaciéon se presentan algunos teoremas que muestran el comportamiento de
la aproximacion por vecinos naturales.
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1 S

o =0
N
(1-8)2 &2

[J Punto de evaluacion

O Vértice de Voronoi
® Nodo

2 g
o >

Figura 3.6: Aproximacion en el elemento de referencia unidimensional.

Proposicién 3.3.5. En dominios de una solo dimension, la funcion de forma del
MEN equivale a la del método de los Elementos Finitos lineales.

discretizado por medio de N nodos no necesariamente regularmente espaciados. Los
vértices del diagrama de Voronoi en una dimensién se localizan, por definicién, en
el punto medio entre los nodos. Como consecuencia, cada punto del segmento [0, L]
tiene siempre dos vecinos naturales —el nodo mas cercano y el segundo nodo en
cercania—.

Considérese el espacio entre dos nodos n; y nyy; , numerados en el sistema
de referencia como 1 y 2 (véase la figura B.6), ;. Si establecemos un sistema de

coordenadas
(x —x))

g —
(ZBI+1 - il?[)7

de forma que ¢ € [0, 1], las funciones de forma se pueden escribir como

L{:‘I
== 3.3.18
oie) = (3:3.15)
siendo a )

—¢ €

L= Loy =—.

1 B y 2 9
De aqui se deduce que ¢1(e) =1 — ey que ¢o(e) = ¢ O

En dos dimensiones la situacién cambia radicalmente y el tipo de aproximaciéon
conseguida dependera del nimero de vecinos naturales del punto bajo consideracion.
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Teorema 3.3.6. Si un punto tiene tres vecinos naturales, las funciones de forma
del MEN equivalen a las coordenadas baricéntricas del triangulo, es decir, a las
funciones de forma del elemento finito triangular lineal (constant strain triangle,

CST).

Demostracién. Denominando 1, 2 y 3 a los nodos vecinos del punto = (x,y) en
cuestion, de coordenadas (x;,y;) v acudiendo a la consistencia lineal del método
(B:3.3) se deberd cumplir que

> oi(m) =1 (3.3.19)

> (@) = (3.3.20)

I=1
3
> di(@yr =y (3.3.21)
I=1
En forma matricial, se tendria:

1 1 1\ /[¢i(z) 1

D(x)= |z x x3| [dz) ]| =2 (3.3.22)
v ov2 Y3/ \¢3() Yy

La solucion del sistema de ecuaciones anterior vendra dada por

. Dl(ZL')

o1 (z) = D(x) (3.3.23)
s (z) = %(%) (3.3.24)
é3(x) = %”’((5)) (3.3.25)
siendo
1 1 1
D(x) = |x1 9 x3| =2A193 (3.3.26)
Y1 Y2 Y3

y siendo Di(x) = 2A;(x), Da(x) = 2A2(x) v D3(x) = 2A3(x), lo cual constituye
precisamente la definicién de las coordenadas baricéntricas o, lo que es lo mismo,
las funciones de forma de los Elementos Finitos triangulares lineales, tal y como se
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queria demostrar. O

Teorema 3.3.7. Si el punto tiene 4 vecinos naturales situados en una reticula re-

gular, la aproximacion obtenida es una interpolacion bilineal entre esos nodos.

Demostracion. Considérese ahora un punto x con cuatro vecinos situados en los
vértices de un cuadrado (figura 87). Por definicién, las coordenadas de vecino na-

_ A(x)
= Ge) I=1,...,

siendo Ai(x), As(x), As(x) y As(x), respectivamente, las dreas de los tridngulos

tural de x seran:

¢1(z) 4, (3.3.27)

eda, eab, ebc y ecd. A(x) representa al drea de la celda de Voronoi de primer orden,
cuyo centro es el punto e.

Para calcular las dreas de las celdas de Voronoi de segundo orden supongamos
que el cuadrado en cuestion tiene tamano unitario, es decir, que sus vértices estan
situados en los puntos (z1,y1) = (0,0), (z2,y2) = (1,0), (z3,y3) = (1,1) y (z4,y1) =
(0,1). Siendo asi, se calcula rdpidamente que las coordenadas de los vértices de las
celdas de segundo orden —esto es, los centros de los circuncirculos— tienen por
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coordenadas:
a; = %, as = W (3.3.28)
b= +2y(1__‘i)_ . % (3.3.29)
¢ = % o= +§(1_:EZ)_ v (3.3.30)
dy = W dy = % (3.3.31)
Las areas de los tridngulos seran:
Ay =TT y;_yx bl (3.3.32)
Ay(z) = (z” 25(21_—2)_ v’ (3.3.33)
Ay(a) = & gjzl__xy; i (3.3.35)
y el drea total, dado que A(z) = S27_, Ay, seré:
Alz) = (" 4y —z—y) (3.3.36)

- Szy(l—2)(1—y)

obteniéndose finalmente que:

ér(x) = (1—2)(1—y) (3:3.37)
ba(@) = 2(1 - y) (3.3.38)
o3(x) = xy (3.3.39)

o) = y(1 - 1) (3.3.40)

que son precisamente las ecuaciones de las funciones de forma del elemento finito
bilineal cuadrilatero sobre las coordenadas de referencia. O

Nota 3.3.5. Hay que recalcar que el teorema anterior es cierto solo para el caso de que
el punto tenga cuatro vecinos naturales dispuestos en una red rectangular y no para
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el caso general de que tenga cuatro vecinos dispuestos irregularmente. En el caso
de que el punto tenga més de cuatro vecinos o incluso cuatro, pero irregularmente
distribuidos, la aproximacion resultante es de tipo racional.

3.4 Calculo de las funciones de forma del MEN

Para problemas de dos dimensiones existen dos algoritmos muy extendidos a
la hora de calcular las funciones de forma del método de los elementos naturales,

a saber, el algoritmo de Watson (WATSON _ [1994]) y el algoritmo de T,ASSERRE
[1983]. El primero se centra en el cdlculo de las coordenadas de los vecinos naturales
descomponiendo las celdas de Voronoi en tridngulos, que son a su vez, sub-triangulos
de la triangulacion de Delaunay. Sin embargo, el algoritmo de Lasserre calcula dichas
coordenadas mediante una relacién de areas.

El autor no conoce ninguna extension del algoritmo de Watson a tres dimen-
siones, mientras que el Algoritmo de Lasserre si ha sido extendido. Este es también
mas robusto, estando bien definido para cualquier punto del dominio. Por el con-
trario, el algoritmo de Watson falla en el célculo de las funciones de forma en los
puntos situados en los lados de los tridngulos de la triangulaciéon de Delaunay. En
esta tesis, se ha utilizado el algoritmo de Lasserre para el calculo de las funciones
de forma en problemas tridimensionales (obvio, por lo comentado anteriormente).
En problemas bidimensionales, por el contrario, las funciones de forma han sido
calculadas tanto mediante el algoritmo de Watson como el algoritmo de Lasserre.

3.4.1. Algoritmo de Watson

describir brevemente el mismo, y su implementacién numeérica, se refiere al lector
a la figura 8.2, donde se describe graficamente la construccién de las funciones de
interpolacién por vecinos naturales. En la figura 8.8 aparece el conjunto de nodos
original. El diagrama de Voronoi se representa mediante lineas discontinuas y tam-
bién se muestran los circuncirculos que forman cada tridngulo de Delaunay.

La metodologia de calculo de la evaluacién de las funciones de forma esta basa-
da en que la celda de Voronoi de segundo orden de x (figura3.9) puede ser calculada
mediante la suma de distintas areas de triangulos. Para determinar facilmente si un
nodo de la nube inicial es vecino natural de un punto a se usa el criterio del cir-
cuncirculo vacio definido anteriormente en el apartado 8.1.1. Si el cuadrado de la
distancia Euclidea desde x al centro de un circuncirculo (asociado con los nodos
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Figura 3.8: Calculo de la funcién de forma mediante el algoritmo de Watson.

nr,ny, y ng) es menor que el cuadrado del radio del circuncirculo, los nodos ny, ny,
y nx son vecinos naturales del punto x:

lv —=|* < R? (3.4.1)

donde v representa el centro del circuncirculo de un triangulo de Delaunay y R
el radio del mismo. Si esta propiedad se cumple, los tres nodos del tridngulo son
vecinos naturales del punto x.

Dada una terna (p, g, r) que representan los vértices de un tridngulo, para cada
tridngulo de Delaunay ¢ que cumpla la condicién (B:4.1}) anterior, se forma un nuevo
grupo de tridngulos {t, s, 13}, definido cada uno por el punto x y por dos de los
vértices de t, véase figura B.8. Si se considera un nuevo sistema de numeracién a;,
(1 =1,2,3) para los vértices de esos tres nuevos tridngulos t;, se pueden calcular los
nuevos circuncentros de estos nuevos triangulos y sus derivadas mediante la siguiente
expresion

O(a;, ag, x) (3.4.2)

o
IS
—~
»
Na¥
I
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donde m = 1,2 e 1, j,k son permutaciones ciclicas de 1,2 y 3, y donde © y O,
representan funcionales que proporcionan el circuncentro de un tridngulo y de su
derivada, respectivamente.

Estos centros definen a su vez otra serie de subtriangulos, formados por las per-
mutaciones que pueden realizarse en el conjunto {¢;(x), ca(x), c3(x), v}, de tal forma
que v aparezca en todos los triangulos. El area y las derivadas de estos triangulos
se puede escribir en la forma

i (x) = V(c(x), cp(x), v) (3.4.4)
ait,m(x) = \Il,m(cj (X)a Ck (X)’ U)

donde m = 1,2 y i, j, k toman valores 1,2,3 permutados ciclicamente. Nétese que se
deben almacenar los vértices de todos los tridngulos en sentido antihorario, al igual
que en el M E'F, para lograr un correcto mantenimiento del signo en estas férmulas.

Nota 3.4.1. A pesar de estar correctamente definido desde el punto de vista geo-
métrico, el algoritmo anterior posee un caso en el que degenera desde el punto
de vista numérico. Si el punto x en el que se quiere calcular la funcién de forma
estd alineado con dos nodos (esto es, en el lado de un tridngulo), uno de los puntos
auxiliares se va al infinito. Como quiera que en el curso de los computos normales en
una implementacién de Galerkin estos valores se requieren siempre en los puntos de
integracion y éstos son siempre interiores a los tridangulos, no se producen problemas
apreciables. Pero es un problema a tener en cuenta si se utiliza alguna otra técnica
de integracion, donde no se tiene por qué cumplir dicha distribucién de los puntos
de integracion, como se verd mas adelante durante el desarrollo de esta tesis.

3.4.2. Algoritmo de Lasserre

El algoritmo de Lasserre comienza por expresar el volumen de un poliedro
convexo en la forma de un conjunto de inecuaciones en R", que puede ser definido
como sigue

Definicién 3.4.1. Consideremos un poliedro convexo definido por
{z /| Az < b}, (3.4.6)

donde x representa, como es usual, un punto de R", A es una matriz de dimension
(m,n) y b es un vector de dimensién m, siendo m el nimero de restricciones que
definen el volumen.
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D(b) denota el dominio {x / Ax < b}. El volumen encerrado por el poliedro
esta dado por

V(n, A,b) (3.4.7)

Si D(b) estd vacio o no tiene ningin punto interior, su volumen es cero. La
i-ésima cara del poliedro D(b) se define como

{z / (a; - x) = b;, Az < b}, (3.4.8)

donde a; representa la i-ésima columna de A y (a;-x) representa el producto escalar
en R™. Su volumen, en el espacio R"~! se denota por:

Viln—1,A,b) (3.4.9)
El principal resultado que presenta el método de Lasserre es el siguiente teo-

rema,

Teorema 3.4.1. Si V(n, A,b) es derivable en b, entonces

Vin, A, b) = lf:(i)vi(n— 1A b). (3.4.10)

n N\ Jlai|

Demostracion. El volumen V(n, A, b) es una funcién homogénea y positiva de b.
Entonces, si se aplica el Teorema de Euler sobre funciones homogéneas, se tiene que

nV(n,A,b) = (b;- VV(n, A,b)).

y entonces,
ov 1

bl

como queriamos demostrar. O

Viln — 1, A, b),

Nota 3.4.2. Un resultado geométrico conocido es el siguiente: dado un poliedro con-
vexo con un interior no vacio y definido por la interseccién de m semiplanos donde m
es minimo (el propio poliedro no puede ser definido por menos de esos m semiplanos)
y dado un punto a cualquiera, entonces

Volumen =

Ul

Z d(a, H;) x volumen(cara 7). (3.4.11)
i=1
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donde d(a, H;) es la distancia algebraica de a hasta el hiperplano H; y volumen(cara
i) representa el volumen en dimensién d — 1, siendo d la dimensién del espacio.

En (8:4.10), con n =d, HZ—ZH es la distancia algebraica desde el origen al hiper-
plano (a; - ) = b;, y Vi(n — 1, A, b) es el volumen (en dimensiéon n — 1) de la cara
i.

Este algoritmo puede ser construido de forma recursiva. Asi el cédlculo del

volumen es realizado en la forma de un arbol binario, empezando por dimensién n
y llevando el calculo de n longitudes en R. Este volumen puede ser calculado por:

1~ b — -
V(n,Ab) == ——Vi(n—1,4,,b) (3.4.12)
n .

En esta expresién A;; representa la matriz reducida, obteniéndose de A mediante
eliminacién de la t-ésima variable, por medio de la ecuacién a;x = b;. b, es el vector
reducido después de esta eliminacién y a;; el t-ésimo elemento de a;. V}; representa el
volumen en dimensién n— 1 obtenido con la matriz reducida Zz‘,t y el vector reducido

|a;:| = méx |a;| (3.4.13)
j

3.5 Imposicion de condiciones de contorno esen-
ciales en el MEN

Segiin se traten contornos céncavos o convexos, las propiedades de aproxi-
macion del método de los elementos naturales son diferentes. Esto hace que el MEN
tenga en lo relativo a la imposiciéon de condiciones de contorno esenciales unas ca-
racteristicas diferentes a los demdas métodos sin malla.

Teorema 3.5.1. La funcion de forma del MEN es lineal a lo largo de contornos
converos, mientras que en contornos no converos no lo es.

plicidad, un contorno esencial convexo I, en R? (véase la figura 3.9). Considérese un
tridngulo con dos nodos en el contorno y un sistema de coordenadas lineal ¢ definido
entre esos dos nodos, en la figura, 1 y 2. Se supone que el punto £ tiene solo tres
vecinos naturales, aunque la demostracion en el caso mas general puede realizarse
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1= g
2 2

\ 4

Figura 3.9: Interpolacion lineal a lo largo de un contorno convexo I',.

por extensién de ésta de forma directa. Esos nodos vecinos naturales seran en este
caso los denominados 1,2 y 3.

De acuerdo con (8.1.4), la funcién de forma se puede calcular como

A9
A()

o1(€) (I =1,2,3) (3.5.1)

donde A(¢) = Zi:l A;(€). En la misma figura se puede observar que las celdas de
Voronoi en esta parte del dominio no tienen limite superior y por tanto poseen un
drea no acotada. Por consiguiente, las dreas de la féormula (875.1) se pueden expresar
como

A1(&) = lim Ll?_g + 01, As(&) = lim Lg + 09, A3 =103 (3.5.2)

L—o0 L—o0



88 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

donde las d; representan areas finitas. Se tiene entonces que

wi(&) = fim 7 f (2151_ f >2;; 2+51253
¢2(6) = fim 2§f : 225i2+ 203 (3:5.3)
%s(8) = fm o5 15;52 + 20,
v resolviendo esos limites
01(§) =1-E, ¢a(§) =&, ¢3(§) =0 (3.5.4)
O

Se puede ver entonces que, debido al hecho de que las areas asociadas a nodos
en el contorno tienen un area infinita, la contribucién de los nodos interiores en esta
zona se hace nula. Siguiendo este mismo razonamiento, se puede observar coémo esta
propiedad no es extensible a dominios no convexos. En ese caso, la contribucién de
nodos interiores se hace no despreciable frente a la de los nodos exteriores. En el

errores debidos a esta causa rondarian un 2 %.

3.5.1. El MEN basado en formas «

A continuacién se introduce el concepto de forma a y su influencia en el método

respuesta a la siguiente pregunta: ;contiene una nube de puntos, sin ningin tipo
de conectividad establecida a priori entre ellos, informacion acerca de la forma real

forma a.

Formas a de una nube de puntos

Las formas « estan relacionadas con la triangulacion de Delaunay, que se con-
sidera como estructura fundamental de la nube de puntos. La triangulacién de De-
launay esta definida siempre sobre la envoltura convexa de la nube, es decir, sobre el
més pequeno de los politopos (porcién del espacio limitada por un poliedro) convexos
que pueden definirse conteniendo a todos los puntos.
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Conceptualmente, las formas « son una generalizacion de la envoltura convexa
de un conjunto de puntos.

Definicién 3.5.1. Sea S un conjunto finito de puntos en R®. Sea también a €
R, a € [0,00). Se denomina a-esfera a la esfera abierta de radio a. Una a-esfera b
se dice vacfa si bN S = 0.

Se denomina k-simplex, or a la envoltura convexa de un subconjunto de S, T'C S
tal que, |T| = k+ 1, con 0 < k < 3 (ndtese que un 2-simplex es un tridngulo y
un 3-simplex es un tetraedro soélo si se acepta lo que Edelsbrunner denomina en su
trabajo posicion general de los puntos, es decir, que no hay cuatro puntos en un
plano ni cinco en una esfera).

Definicién 3.5.2. Sea S un conjunto finito de puntos en R3, y sea T C S un
subconjunto de S, tal que |T'| = k+ 1, con 0 < k < 3. Se dice que un k-simplex op
estd a-expuesto si existe una a-esfera vacia b, con T'= 9b N .S, donde 0b es la esfera
o plano que limita a b.

Definicién 3.5.3. Dado un valor @ € R se denota por Fj, , al conjunto de k-simplex
a-expuestos, con 0 < o < 2. Los k-simplex en Fj, , se denominan k-caras de S,,.

Definicién 3.5.4. Se define la Forma a de S, y se denota por S,, al politopo cuyo
contorno estd formado por los tridngulos de F5 ,, las aristas de Fj o y los vértices de
Fo o

Con la definicién anterior se tendria bien definido el contorno, pero no qué parte
de R\ 98, estd dentro de S, y cual esté fuera.

Proposicién 3.5.2. Fijado un valor o cualquiera, para cada tridngulo a-expuesto
existen dos a-esferas (no necesariamente vacias) by y by tales que by # by, T C Ob;
y T C 0by. Silas dos esferas estdn vacias entonces el tridngulo no pertenece al
contorno del interior de S,. Si una de las esferas estuviera vacia y la otra no,
entonces el triangulo limitaria el interior de S,.

La “sencillez” del concepto de forma « se pone de manifiesto en el ejemplo
de la figura 8.10, que presenta la evolucién de la misma para una nube de puntos
extraida de la geometria de una mandibula humana. Se presentan la nube de puntos
original (es decir, &), las formas S, Si5, S35 —donde se representa la forma
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Optima de la geometria de la mandibula que forman la nube de puntos— y S, que
es la envoltura convexa de la nube de puntos que se ha considerado. Si existe una
nube de puntos suficientemente densa, es facil encontrar un valor a que determina
una geometria precisa del dominio.

A continuacién se presentan distintas definiciones que permitiran un adecuado
desarrollo para describir la imposicion de condiciones esenciales de contorno en el
MEN mediante formas a.

Definicién 3.5.5. Se define el concepto de complejo simplicial C, como una coleccion
de k-simplex cerrados (0 < k < 3) que satisface:

(i) Si or € C, entonces o € C para todo 7" C T

(ii) Si o7, 07 € C entonces, o bien or Nop =0 6 or N o = opar

Definicién 3.5.6. Considérese ahora un simplex o, limitado por una esfera by de
radio gp. Para 1 <k <3y 0 < a < 0o se definen los conjuntos Gy, como la unién
de los k-simplices o € Del(S) para los cuales br esta vacia 'y or < a.. G, se define
idénticamente igual a N.

Definicién 3.5.7. Se define entonces el a-complejo de N, C,(N) como el complejo
simplicial cuyos k-simplex pertenecen a Gy, 0 bien limitan (k + 1)-simplex de C,.

El espacio subyacente de C,, |C,|, serfa entonces la unién de todos los simplex
de C,. La importancia de los a-complejos viene dada por la relacién

So=|Cal Vae0,00) (3.5.5)

la cual pone de manifiesto que una forma « es triangulada por un subconjunto de
la triangulacién de Delaunay.
Para una descripcién més extensa referente a las formas « y su algoritmica, se

Imposicion de condiciones esenciales de contorno en el MEN mediante
formas «

Se ha visto anteriormente que el hecho de que las celdas de Voronoi asociadas a
nodos en contornos convexos no tengan area acotada proporciona el deseado caracter
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' et X
3

()

Figura 3.10: Evolucién de la forma o de una nube de puntos repartida por la geo-
metria de una mandibula. Formas Sy (a), Si (b), S15 (¢), S55 (d) ¥ S (€).
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interpolante en el contorno. Dado que esta circunstancia no se da en las celdas
asociadas a nodos situados en contornos céncavos, el valor del interpolante en esas
zonas depende ademas del valor en nodos interiores al dominio. La interpolacion por
vecinos naturales pierde asi el caracter interpolante en estos contornos.

dad de los vecinos naturales. Si dos nodos son vecinos naturales, forman los extremos
de un lado de un triangulo de Delaunay y comparten un segmento de una celda de
Voronoi. De la misma forma, si se introduce un nodo @ en la triangulacién, sus
vecinos seran aquellos que formen con €l los nuevos triangulos. La forma « permite
restringir esta vecindad a nodos distantes hasta un determinado valor a.. Se propone
asi una nueva definicién para la celda de Voronoi:

Definicién 3.5.8. La celda de Voronoi modificada de primer orden se define como
sigue

Ty ={x € R* / d(x,n;) < d(x,n;) Nor € Co(N)}VJ # 1 (3.5.6)

donde o7 es el k-simplex formado por los nodos ny, n; y cualquiera del resto de los
nodos de N, ng. C,(IN) es el a-complejo asociado al dominio que se desea reproducir.

Nota 3.5.1. Noétese que en esta propuesta la vecindad ya no estd asociada a la celda
de Voronoi en el sentido clasico, dado que estas nuevas celdas tienen intersecciéon no
vacia fuera del dominio. De esta forma, un punto en el espacio puede estar asociado
a mas de una celda, contrariamente a lo que sucede con las celdas de Voronoi.

Si se mantiene la propiedad de que dos nodos que son vecinos forman un lado
de un tridngulo en C,(N).

Definicién 3.5.9. Del mismo modo que en la forma estandar del método, las coor-
denadas de vecino natural de un punto respecto al nodo n; se definen como la
relacién del area de la celda T; transferida a T, respecto al area de T,. Esta forma

{2000}) método de los Elementos Naturales basado en formas oo 6 MEN-q.

Proposicién 3.5.3. La definicion anterior da lugar a un interpolante lineal en el
contorno.

tribuidos en una estructura regular tal y como se indica en la figura B.TT.
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Figura 3.11: Linealidad del interpolante en un contorno céncavo.

Dado un contorno céoncavo I',, donde se han prescrito unas determinadas condi-
ciones de contorno esenciales u = g(x). Siendo la separacién entre nodos h, el valor
del parametro o apropiado seria a = gh (distancia de la diagonal entre nodos).
Un valor mayor de a podria dar lugar a una forma « en la que el nivel de detalle

deseado no fuese suficiente, redondeando el dngulo que se quiere reproducir en el
nodo B.

Sea € [, un punto en el que se quiere determinar el valor del interpolante.
Para una imposicién adecuada de las condiciones de contorno en este punto & debe
conseguirse que éste tenga una celda asociada no acotada. De esta forma, la influ-
encia de los puntos interiores sobre él se hace despreciable, como se ha comentado
anteriormente y se deduce de la relacién (8.5.1.)

Para que esto ocurra, el nodo A, que en una triangulacion de Delaunay seria
vecino de @, y harfa que su celda asociada tuviese un area finita, no debe estar
asociado a x. La peor situacién seria que el punto @ estuviese cerca de B. En el
limite, la a-esfera (circulo, en este caso) b que haria que A, B y x fuesen vecinos (es
decir, que pertenecieran a C, (N |Jx) tendria un radio o/ = h > a.

Para ver cémo modifica esta nueva definicién el diagrama de Voronoi, con-
sidérese una situacién similar a la dibujada en la figura 8.11. En la figura B8.12(a)
se muestra la celda de Voronoi del nodo 2. Supéngase que el tridngulo 123 se ha
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eliminado de la triangulacion de Delaunay para cumplir con el criterio a. Dado que
no se permite la vecindad de ningtn punto a lo largo del segmento 1 — 2 con el nodo
3, la nueva celda de Voronoi asociada a cualquier punto £ a lo largo de 1 — 2 se
vuelve no acotada. La continuidad de la funciéon de forma resultante se aprecia en
la figura 8.13.

Esta solucién es vélida siempre que el dngulo formado por los segmentos AB
y BC sea mayor de 90°. En el caso de la simulacién de grietas, por ejemplo, este
método deberia ser sustituido por una triangulacion conforme de Delaunay, pues
resulta imposible aportar informacién sobre el frente de una grieta (con un radio de
curvatura idealmente nulo) con nodos solamente, pues harfa falta que la separacién
entre éstos fuese, en el limite, cero. Esto seria, de hecho, un segmento.

La funcién de forma resultante, asociada al nodo B puede verse en la figura

8.13, observdndose la linealidad a lo largo de los segmentos de T',,, asi como el valor
unidad en B. 0

Nota 3.5.2. En esta tesis, tal y como se ha comentado anteriormente, la funcién

tanto, ninguna modificacién a los algoritmos que se describieron en la seccién B.4.
Ambos exigen almacenar los tridngulos de Delaunay, su circuncentro y circunra-
dio. Se construye una lista de los vecinos naturales para cada nodo, determinando
simplemente si se cumple la ecuacion

v —z|* < R? (3.5.7)

donde v representa al circuncentro del triangulo en consideracién, & el punto donde
se desea conocer el valor de la funcién de forma y R el radio del circuncirculo. Si esta
relaciéon se da, el punto x y los tres nodos que definen el tridngulo cuyo circuncentro
es v serian vecinos.

se puso de manifiesto que el cédlculo de la distancia entre nodos (equivalente a la
nocion de vecindad natural en el M EN) no debe realizarse a través de una porcién
del espacio R™ que esté fuera del dominio del problema €2. De esta forma, si el vector
que une dos nodos atraviesa el contorno del dominio, éste debe descomponerse en
dos o0 méas tramos que caigan enteramente en el interior del dominio, dando lugar a
funciones de forma discontinuas.
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Celda de Voronoi
del nodo 2

(a) Celda de Voronoi estandar

N

|\

Celda de Voronoi
del nodo 1

(No se permite la 3
vecindad con 3)
Celda de orden 2 de &
\ (No se permite
S vecindad con 3)

(b) Celda de Voronoi modificada

Figura 3.12: Efecto de la nueva definiciéon de vecindad en el calculo de la celda de
Voronoi.
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Figura 3.13: Funciéon de forma asociada a un nodo de un contorno céncavo.

tenido en cuenta este problema, limitandose solo al analisis de la linealidad del inter-
polante en el contorno. Nuevamente, la definicién del interpolante sobre una forma
a asegura el establecimiento de la vecindad de una manera apropiada, impidiendo
que los nodos estén relacionados a través de porciones del espacio no comprendidas
en el dominio.

3.5.2. El método de elementos naturales restringido C-NEM

El método C-NEM constituye una nueva modificaciéon del MEN que permite
describir movimientos de interfases y discontinuidades en nubes de nodos fijas. A
continuacién se describe el diagrama de Voronoi restringido, usado para el calculo
de funciones de forma del C-NEM en cualquier dominio. La diferencia fundamental
entre el a-MEN y el C-NEM radica en que este tltimo utiliza una coleccién de
segmentos que se consideran “opacos” para describir el contorno del dominio.

Diagrama de Voronoi Restringido

Ya ha sido comentada la pérdida de linealidad que presenta el MEN en la
interpolacién a lo largo de contornos de dominios no convexos. Esta nueva version
recupera todas las propiedades que presenta el MEN para cualquier tipo de geo-
metria (incluyendo dominios no convexos conteniendo grietas o discontinuidades).
El cédlculo de las funciones de forma estd basado en el denominado Diagrama de
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restringido. (a) Vista esquemética del DVR. (b) Interseccién entre el DVR y la
clausura del dominio.

Se introduce un criterio de visibilidad para restringir la vecindad natural de
nodos préximos al contorno o a una discontinuidad en el dominio, como puede
ser una grieta. Al igual que las triangulaciones de Delaunay, cada triangulaciéon de
Delaunay restringida tiene su correspondiente diagrama de Voronoi, pero en una
superficie que es mas complicado que en el espacio Euclideo.

Considérese R? como una ldmina de papel, ¥y, con los puntos de S y los
segmentos que definen el contorno en un conjunto L, dibujados en dicho papel. Para
cada [; € L, se corta Y a lo largo de [; y se le anade otra lamina 3;, la cual también
se corta a lo largo de [;. La union esta bien definida, de tal forma que si se quiere

pasar de un lado a otro de [;, se pasa de Xy a YJ; y viceversa, tal y como se muestra
en la figura 8.5.2 (a).

Definiciéon 3.5.10. Se denomina a Y ldmina primaria, mientras que con el término
lamina secundaria se denomina a cada una de las m = card(L) uniones ¥; para
1 <7 < m. Cada una de las laminas secundarias estan adjuntas a >y, pero no estan
conectadas con ninguna otra ldmina secundaria. Para cada punto & € R2, se tienen
m + 1 copias x; € ¥;, una en cada lamina secundaria.
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Definicién 3.5.11 (Criterio de Visibilidad). Para i # 0, los puntos xg € ¥ e
Y, € ; son visibles si xy cruza l;, y [; es el primer segmento cruzado si se quiere
atravesar xy en la direccion de x a y.

La distancia entre los puntos &g y vy, se define como

|z —y||, sixo,y,; son visibles (3.5.8)

00, en otro caso.

d(mOa yz) = {
Esta nueva funcion distancia se usa para definir el diagrama de Voronoi Restringido.

En la figura (b) de 8.5.2, se representa la interseccién entre el CVD y la clausura
del dominio. El resultado es un diagrama compuesto por celdas T, una por cada
nodo ny, tal que cada punto x en el interior de T estd més cerca de n; que de
cualquier otro nodo ny visible para x. Definimos asi cada celda del diagrama de
Voronoi Restringido, formalmente

Definicién 3.5.12. Se define la celda de Voronoi Restringida de un nodo n; a

TS ={x € R" / d(x,x;) < d(x,x;), VT # I, Sgn, NI =0, Sy, NT =0}
(3.5.9)
donde I'" es el contorno del dominio, compuesto por segmentos l; € L y S, . denota
el segmento situado entre los puntos a y b.

Aproximacion mediante el método de elementos naturales restringido

Se considera la siguiente aproximaciéon de una variable cualquiera 7" en un
punto x,

Th(z) = 67 (®)T; (3.5.10)

donde V es el ntimero de vecinos naturales visibles desde el punto x y ¢ es la funcién
de forma de vecinos naturales restringidos, relativa al nodo i-ésimo en el punto x.
El calculo de estas funciones de forma es similar al descrito anteriormente para el

diagrama de Voronoi restringido no afecta a las propiedades de la interpolacién del
MEN, permitiendo la extension de la linealidad de las funciones de forma en el
contorno del dominio convexo, a cualquier geometria, convexa o no. En cierto modo,
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los criterios de vecindad establecidos por el a-MEN y por el C-NEM pueden ser
vistos como duales ya que cada uno establece las limitaciones de vecindad en las
dos estructuras fundamentales, es decir, en la triangulacion de Delaunay y en el
diagrama de Voronoi, respectivamente.

3.6 Problematica del MEN

Un aspecto de todos los métodos sin malla, y en particular del método de los
Elementos Naturales, es que utilizan una malla de fondo a la hora de integrar la
formulacién débil sobre el dominio. La particularidad de las funciones de forma del
MEN, con un soporte formado por la unién de varias circunferencias, véase la figura
375, determinan un dominio de integracién que no se puede reproducir fielmente con
una malla de tridngulos (en el caso bidimensional). Para solucionar esta pérdida de
precisién se proponen en el capitulo 4 dos estrategias a seguir, la primera basada en
la descomposicién del dominio a integrar, en triangulos y segmentos circulares. La
segunda, sin embargo, sigue una técnica de integraciéon nodal, propuesta inicialmente

(va puestos de manifiesto por SUKUMAR_ET. AL.__[1998]) quedan por solucionar
otros muchos aspectos del método antes de que pueda ser considerado una técnica
competitiva con el MEF en muchos ambitos. Uno de ellos seria, por ejemplo, el
de la obtencién de una aproximacion que no presente bloqueo para materiales in-
compresibles (o, equivalentemente, para problemas con una restriccién adicional de
divergencia de la solucién, nula en el dominio).

En el capitulo § se presenta un estudio de la viabilidad de la aplicacién del
método de los elementos naturales (MEN) al problema del comportamiento en el
limite de incompresibilidad. En él, se desarrolla un modelo de Elementos Naturales
mixtos (con formulacién en desplazamientos y presiones), enriqueciendo los campos
de desplazamientos. Se demuestra que esta formulaciéon cumple satisfactoriamente
la condicion fnﬁmo—Supremo (también conocida como inf-sup o LBB), que garan-
tiza que dicho elemento no presenta bloqueo alguno ante situaciones cercanas a la
incompresibilidad.
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CAPITULO

4

INTEGRACION NUMERICA EN EL
METODO DE LOS ELEMENTOS
NATURALES

En este capitulo se tratan cuestiones relativas a la integraciéon numérica del
sistema de ecuaciones discreto surgido del método de los Elementos Naturales, co-
mentado en el capitulo anterior. Se han investigado los diversos motivos de error
que ofrece el uso de los propios tridngulos de Delaunay como celdas de integracion
mediante cuadraturas de Hammer. Dos son las soluciones posibles que se han es-
tudiado a lo largo de esta tesis: en primer lugar, una aproximacion “local” en la
cual el soporte de las funciones de forma se descompone en triangulos y segmentos
circulares, que ha mostrado finalmente un nivel de precisién bajo. En segundo lugar,
se muestra un esquema nodal estabilizado que muestra una exactitud muy alta, muy
apropiado en los métodos Galerkin de aproximacion por vecinos naturales. La razon
de la observada divergencia en el comportamiento de estas dos técnicas se estudia
también en este capitulo.

Los errores en la evaluacién numérica de la forma débil del problema se pro-
ducen en todos los métodos sin malla y son bien conocidos desde los primeros traba-
A primera vista existen dos razones que podrian explicar este comportamiento. La
primera de ellas es el caracter no polinomial de las funciones de forma, que deriva
precisamente del uso de nuevas técnicas de interpolacion en los métodos sin malla.
La segunda se identifica con el uso de celdas de integracién que no reproducen fiel-

101
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mente el soporte de las funciones de forma, como se ha comentado. En este capitulo
se analiza la importancia relativa de cada una de estas dos fuentes de error, para
el caso particular del método de los elementos naturales. El capitulo concluye con
diversos ejemplos en los cuales se muestran las técnicas propuestas y sus resultados.

4.1 Integracién numérica de métodos de Galerkin
de vecindad natural

La integracién de la forma débil de un problema variacional debe ser hecha,
por razones obvias, de una forma numérica mas que analitica. Es decir, las integrales
son calculadas en la forma:

/Q flapie =Y fEu (4.1.1)

donde n, es el nimero de puntos de cuadratura, §; son las coordenadas de cuadratu-
ra, y w; son los coeficientes de peso correspondientes a los puntos &,. Es bien conocido
por ejemplo que una regla de Gauss de orden n, integra exactamente polinomios de
orden 2n, — 1. El célculo apropiado de esas integrales es una cuestién importante a
la hora de asegurar la convergencia de los métodos Galerkin.

La mayoria de los métodos sin malla, y también los Elementos Finitos, usan
una malla de fondo con celdas de cuadratura para realizar la integracion. En el
método de los Elementos Finitos esas celdas surgen de forma natural, se identifican
con los propios elementos. Por el contrario, en los métodos sin malla basados en el
método de Galerkin no esta disponible una estructura “elemental” y tales celdas
deben ser construidas sobre la malla de fondo. En el método Element Free Galerkin

12002], se usan los tridngulos de Delaunay como malla de fondo.

4.1.1. Errores en la integracién numérica

Existen dos fuentes de error en la integracion numérica de la forma débil en el
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(1) Las funciones de forma de los métodos sin malla no son polinomiales. En
los métodos EF'G, las funciones de forma son racionales y en los métodos de
elementos naturales, frecuentemente también.

(2) Las celdas de la malla de fondo mencionada anteriormente no se ajustan al
soporte de las funciones de forma. Este ltimo aspecto se conoce como una im-

el primer aspecto ha recibido menor atencion.

En este ultimo aspecto, se han llevado a cabo hasta el momento dos aproxima-

de construccién de celdas de fondo que reproducen exactamente el soporte de las
funciones de forma construidas sobre un producto tensorial de las funciones de peso
(con un soporte rectangular).

En esta tesis se han seguido aproximaciones similares a las realizadas por

débil local, es decir, para la ecuacién de equilibrio del problema de la elastostatica
lineal, comentada en (3.2.1), desarrolla una forma débil de la siguiente forma para
cada nodo:

/ (Vo + b)ovd) — a/ (u —w)ovdl =0 (4.1.2)
Q; rl
donde € representa la interseccién del soporte del nodo con el dominio  y ' la
correspondiente interseccion del soporte del nodo y la frontera esencial. dv representa
la funcién de ponderacién y o un pardametro de penalizacion. Obsérvese cémo las
condiciones de contorno esenciales estan impuestas mediante un método de penali-
zacion. Después de la aplicacién del teorema de la divergencia, se obtiene la llamada

Notese también como este tipo de forma débil local define un esquema de
integracion numérica que se desarrolla de una forma nodal, y asi el soporte de
sus funciones de forma surge naturalmente como la celda de integracién. Este tipo
de integracion necesita una formulacion de cuadratura ad hoc para realizar una
integracion apropiada sobre los circulos cortados por el contorno. Usualmente la
integracion se realiza determinando la forma final del soporte de las funciones de
forma mediante circulos, semicirculos y triangulos.

DE Y BATHE _[2001b} también desarrollan una formulacién de cuadratura en

I
e o o e e -

el método de las esferas finitas subdividiendo los soportes (es decir, las esferas) en
subdominios en los cuales la integracion numérica es mucho mas facil. Esta aproxi-
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Figura 4.1: Soporte de la funcién de forma asociada con el nodo 1.

macion ha sido también probada durante el desarrollo de este trabajo. En la siguiente
seccién (4.2) se presenta y se analiza un algoritmo de integracién numérica basado
en la descomposicién del soporte de las funciones de forma para métodos Galerkin
de Vecindad Natural.

4.2 Una aproximaciéon basada en la descomposi-

cién del soporte para métodos de (Galerkin de vecin-
dad natural

Proposicién 4.2.1. En el MEN, el soporte de las funciones de forma estd usual-
mente formado por la union de un numero de circulos. Estos son los circuncirculos
de aquellos tridngulos de Delaunay a los que pertenece el nodo considerado.

y como muestra la figura 4.1, Por definicién, el soporte de la funcién de forma
estara compuesto por aquellos puntos vecinos naturales del nudo en cuestién. Estos
son los puntos comprendidos en el circuncirculo de cada tridngulo que contiene al
nudo considerado. O

Como se puede ver, tanto el soporte del nodo como la interseccién de dos
soportes pueden ser descompuestos en un conjunto de tridngulos y segmentos cir-
culares. El establecimiento de un esquema de integracién que se realice sobre los
soportes anteriores (o sobre subconjuntos de los mismos) exige el establecimiento
de cuadraturas sobre este tipo de geometrias. Como se desprende de la figura 4.1
los soportes de las funciones de forma se descomponen facilmente en triangulos y
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(VR YA
! R P2(x2, y2)

g Pi(x1, y) T 1O
(Cx, Cy)

»

X

Figura 4.2: Transformacion propuesta para la integracién sobre un sector circular.

segmentos circulares. La integracién sobre tridngulos es bien conocida. Por tanto,
solo resta el establecimiento de reglas de cuadratura para los segmentos circulares.
En los tridngulos, se han probado tanto cuadraturas de Gauss como de Hammer,
mientras en los sectores circulares se ha usado una transformacién punto a punto
entre los sectores circulares y un cuadrado unidad.

La integracion numérica de la forma débil del problema (ecuacién (8:2.5) an-
terior) se ha desarrollado sobre las intersecciones de los soportes de dos funciones
de forma, es decir,

ZZ/ VS&U:C:VSudQ:ZZ/ 5v.bd9+/5v.zdr, Vév €V
1 g Y 1 g Y

Tt
(4.2.1)
donde €27 es un subconjunto del dominio €2, definido como

Qry = sop(zr) ﬂ sop(x.) ﬂ Q.

Para la integracion sobre los segmentos circulares, se ha propuesto la siguiente
transformacion (véase la figura 4.9):

o FL | GO IEE) Rt S S CU R )|
(4.2.2)



106  Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

U P
s b T .
b & E /" - -
08 L . . . e
F 7 S
E - . . .
0 B . L] - ™
-/‘ . . L . f Sy I
-01 " F o1 0z 0.3 04 US\"\ 0.8
agh |
A E hY
oas E N
/ F N,
Jooas b N

Figura 4.3: Resultado de la transformacion de una cuadratura de Gauss de 5 x 5
puntos sobre un cuadrado en un segmento circular.

y— 1 [}(1_77) (y1(1_€)+y2(1+5)) +(14n) {Cy—i-Rsin(%(l—f)ﬁﬂL(l—Ff)a)H

22
(4.2.3)
En la figura 4.3 se muestra un ejemplo de la transformacién entre una cuadratu-
ra de Gauss de 5 x 5 puntos sobre el cuadrado unidad y un segmento circular. Los
resultados para este tipo de integracién numérica y para varios nimeros de puntos
de cuadraturas se presentan a continuacién en la aplicacién al patch test (o criterio
de la parcela).

4.2.1. Patch tests 2D con el método de descomposicion del
soporte

Definicién 4.2.1 (Patch Test). El patch test o también conocido como Criterio de

en las formulaciones de Elementos Finitos no conformes. En esencia, el test consiste
en la imposicion de un campo de desplazamientos conocido —usualmente lineal—
sobre el contorno de una parcela de elementos. El test se considera correcto si el
campo prescrito es reproducido dentro de la parcela.

En varios trabajos previos tratando con la integracion numérica en métodos

[1999], se ha analizado la conveniencia de utilizar el patch test para asegurar la
precisién de la cuadratura. De hecho, en la inmensa mayoria de esos métodos, de
consistencia lineal, el patch test deberia ser satisfecho exactamente. Asi, si un método
con aproximacion lineal no verifica el patch test se deduce que la causa debe ser la
integracion numeérica.
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el test con precision de maquina. En este apartado, tal y como indica su titulo, se
analizan los resultados obtenidos por el método con la descomposicion del soporte
propuesto en (4.3), con algunos resultados numéricos.

Ejemplo 4.2.1. Se considera la nube de nueve nodos de la figura 4.4.

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.4: Nube de nueve nodos para la aplicacién del método de descomposicion
del soporte para el patch test.

Se muestran los resultados obtenidos con esta nube (mediante el uso de la
norma Ly del error) en la tabla 4.T. El niumero de puntos empleados en la cuadratura
sobre cada triangulo y cada segmento circular se muestran en las dos primeras
columnas de la tabla.

N.P.C. en Tridngulos | N.P.C. en “Segmentos” llell L,
2 x 2 Gauss 2 x 2 Gauss 2,1527 - 1072
4 x 4 Gauss 4 x 4 Gauss 2,2793 - 1073
10 x 10 Gauss 10 x 10 Gauss 4,1850 - 10
20 x 20 Gauss 20 x 20 Gauss 1,3944 -107°
50 x 50 Gauss 50 x 50 Gauss 6,1493-107°
70 x 70 Gauss 70 x 70 Gauss 2,2505 - 107°
100 x 100 Gauss 100 x 100 Gauss 5,6665 - 1077
150 x 150 Gauss 150 x 150 Gauss 4,2297-1077

Tabla 4.1: Resultados para el patch test sobre nueve nodos distribuidos sobre el
cuadrado unidad. Método de descomposicién del soporte. (N.P.C. son las siglas de
Ntimero de Puntos de Cuadratura)
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Se puede observar que, atin con un alto nimero de puntos de cuadratura, los
resultados estdn lejos de la precisién de la maquina (1071%). Este comportamiento es

puntos de cuadratura para lograr altos niveles de precision. Asi, se puede concluir
que el error debido al cardcter no polinomial de la funcién de forma tiene una
importancia notable en el funcionamiento del esquema de cuadratura.

Esta es la razén que nos lleva a considerar el uso de un método de integracion

4.2.2. Conclusiones para la aproximacion basada en la des-
composicién del soporte

Esta clase de técnicas basadas en la descomposicién del soporte usualmente
necesitan un gran numero de puntos de cuadratura para obtener resultados ra-
zonables. Esto es debido al factor de haber ignorado el cardcter racional de las

{2000}

4.3 Integracién nodal estabilizada en métodos de
Galerkin de vecindad natural

Teniendo en cuenta el caracter racional de las funciones de forma del MEN, se
ha considerado el uso de otra clase de técnicas de integracion numérica. Los métodos
de cuadratura nodales no usan una malla de fondo para integrar, definiendo una
aproximacion de las integrales de la forma:

/Q f(2)dQ ~ Z f()wi (4.3.1)

donde x; representa las coordenadas nodales y w; los pesos asociados a los nodos.
Finalmente, nn representa el nimero de nodos usados en la aproximacion. Estas
técnicas han dado usualmente resultados pobres al aplicarlas a los métodos sin malla
basados en el método de Galerkin, en parte debido al factor que las derivadas de las
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funciones de forma son nulas en el nodo en muchos de los métodos sin malla o no
estan definidas, como ocurre en el MEN.

Para resolver esto, se ha seguido una aproximacién similar a la presentada en

4.3.1. Requerimientos a la integracion

La convergencia del método de Galerkin para una ecuacién en derivadas par-
ciales estd determinada por la aproximacion de las incognitas y por la integracion
numérica de la forma débil del problema. El empleo de funciones de forma con consis-
tencia lineal en la aproximaciéon de Galerkin no garantiza una exactitud lineal en la

adicional asociado al dominio de integraciéon para métodos sin malla de Galerkin.

Cosidérese el problema de la elasticidad lineal, (B.2.1), con las condiciones de

contorno (B.2.3) y en ausencia de fuerzas volumétricas. Y considérese la consecuente
forma débil del problema (3:2.3).

En equilibrio estatico, si las condiciones de contorno esenciales estan definidas
como una funcién lineal g;(x,y) = a;0 + anx + apy, y las condiciones de contorno
naturales estdn asignadas de la forma h; = o;;n; con la tension o;; calculada a partir
de w;(z,y) = aip+anx+ ay, entonces la solucién del problema es la misma funcién
lineal: Ui(.’L', y) = Q0 + a;1x + a;2y.

Para lograr en una aproximacion de Galerkin una exactitud lineal, la aproxima-
cién del campo de desplazamientos uf = Zlﬁ’j W,d;; en la ecuacién variacional debe
generar una solucién lineal discreta (con las condiciones de contorno mencionadas
anteriormente). Esto es equivalente a exigir que una solucién lineal discreta u? =
S VP d;; cumpla exactamente la ecuacién discreta asociada con la ecuacién (32.5),
cuando estan prescritas las condiciones de contorno esenciales y naturales basadas
en un campo de desplazamientos lineal, o lo que es lo mismo, exigir que las funciones
de forma tengan consistencia lineal en la ecuacion

NP
p,.q9 __ P, .9 _

E Yy (x)al,xd, = 2hx], parap+q=0,...,n.

=1

Proposicion 4.3.1. Dada una formulacion variacional cualquiera, si cumple
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= que

NIT
Z B;(z)wr, =0, para todos los nodos interiores {I : sop(¥;) NT = (}}

L=1

(4.3.2)
donde NIT es el numero de puntos de integracion y By representa la matriz
de gradientes estindar. Si se emplean métodos de integracion nodal, x, es la
localizacion espacial de los nodos, y wy son los pesos asociados a cada nodo
que varia con el tipo de métodos de integracion empleados.

= Que en aquellos nodos que cumplan que sus funciones de forma intersectan con
la frontera natural del dominio, para algin o (vector de tension constante),

se cumple que
NIT NITh

ZB[(%‘L)WL = Z N](.’L’L)SL, (433)

para todos los nodos de la frontera
{I:s0p(¥;)NT" #£ 0},

donde sy, son los pesos de la frontera de integracion, NITh es el numero de
puntos de integracion sobre la frontera natural, y donde se tiene que

\I’]’nl 0
N] = 0 \I’[’ng
VUny, WYing

entonces la integracion del campo de desplazamientos lineal es exacta.

Esta condicién recibe el nombre de “Integration Constraint” (/C').

4.3.2. Campo de deformaciones suavizado

Definicién 4.3.1. Se define un nuevo campo de deformaciones en cada nodo, &,
como

é?j(azf) = /Qsij(a:)@(a:; x — x)d (4.3.4)
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donde e representa el tensor de deformaciones de Cauchy y ® es una funcién de
distribucion.

Se toma como funcion de distribucion

O(x;x —xy) = { ALI’ sia €y
’ 0, en otro caso.

(4.3.5)
siendo € la celda de Voronoi asociada al nodo I, véase por ejemplo la figura 4.5

(otras aproximaciones en la definicién el drea asociada a cada nodo se analizan en

la correspondiente area de la celda.

La nueva deformacion suavizada quedaria como

1/0ul Oul
~h ) J
b = [ = — ) ®(xz; . — x7)dS) 4.3.6
(1) /92<8xj + axi) (z;x — x)) ( )
Aplicando el teorema de la divergencia a dicha expresién, se obtiene inmedia-
tamente ]
~h h h
£ = u;m; + uyn;)dl 4.3.7
¥l 9 4[ T, ( J 7 ) ( )

siendo I'y el contorno de la celda de Voronoi asociada al nodo I.

Nota 4.3.1. La forma matricial de la expresion anterior se puede obtener introducien-
do las funciones de forma de elementos naturales en la ecuacién (4.3.7), obteniéndose:

@)= >  Bylw)u (4.3.8)
JENN(I)

donde NN (I) representa el conjunto de nodos vecinos del punto ;.

Ejemplo 4.3.1. En dos dimensiones,

g =g &l 28wl = [uiy, ua] (4.3.9)
~ bn(a:L) . 0
B[(J,'L): ~ 0 lzfg(mL) (4310)
512(331;) bn(iBL)
- 1
L
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Figura 4.5: Ejemplo del diagrama de Voronoi en dos dimensiones.

Para asegurar la precisién y la convergencia empleando esta deformacion sua-
vizada como una estabilizacién dentro del método de Galerkin con integracion nodal,
debe de satisfacerse la condicion de restriccion de integracién comentada anterior-
mente (/C). Para introducir la condicién IC' usando integracion nodal estabilizada
con la matriz de gradientes suavizada By, debe de cumplirse la siguiente ecuacién
para todos los nodos de {I : sop(¥;) NI =0} :

ZL l;[l (ZBL)AL 0
> Bi(w)AL = 0 > ba(zL)AL | =0 (4.3.12)
L Yorbr(zr)AL Yo bn(zr)AL

y consecuentemente, cada componente de la matriz (4.3.12) debe anularse, es decir,

donde
S @A, =3 /F ()0 (w)dl (4.3.14)

Cada segmento de I'; que se encuentre en el interior del soporte ¥, esta di-
vidido en dos dominios nodales con superficies normales opuestas sobre cada lado
del dominio, como se muestra en la figura 4.6. La condicién n*(x) = —n~(x) para
x €', x € sop(¥) hace que desaparezca el sumatorio fFL U (x)n;(x)dl en
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n, =-n,

2]!{/,;;,,11‘:0
L I

supp(¥,)

Figura 4.6: Relacién geométrica entre el sop(V;) y el dominio nodal € (CHEN

________________

la ecuaciéon (4.3.14). Para I';, completa o parcialmente fuera del soporte sop(Vy),
Ui(x) =0parax € 'y, « ¢ sop(V;), y entonces sobra la condicién de

3 /F U (@)mi ()l = 0.

Por lo tanto, para nodos interiores, la matriz B; satisface exactamente la condicién
de restriccion de integracion (4.3.2), es decir,

> Bi(w)AL =0 (4.3.15)

En el caso en el cual el soporte sop(V;) intersecte con la frontera natural, la ecuacién
(1:3.12) se reduce a

Th

> b(w)AL =) /F . U (x)n;(x)dl = / U (x)n;(z)dl (4.3.16)

En el resultado de la ecuacién anterior (4.3.16), han sido utilizadas dos condiciones:

(1) >r er\Fh Uy (z)n;(x)dl' =0
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(2) Uy(x) =0 parax €', = ¢ sop(Vy).

De hecho, la ecuacién (4.3.18) se aplica a todos los nodos que intersecten con el
contorno. La integraciéon numérica sobre el contorno en la ecuacién (4:3.18), debe
satisfacer la condicién IC' de la ecuacién (4.3.3) anterior.

4.3.3. Aproximaciéon y Discretizacion

La aproximacién de la forma débil del problema (ecuacién (8:2.5)) define
una matriz de rigidez y un vector de fuerzas volumétricas, en ausencia de fuerzas
volumétricas, (ecuacion (8:2.8)) que puede expresarse como:

NP
Kij=Y B (2.)CB(x.)V; (4.3.17)
m=1
Nnb
Fr=> W(w,)E(a,)Vy (4.3.18)
m=1

siendo V» el volumen de dimensién n de la celda de Voronoi asociado al nodo m.

de nodos de la frontera natural.

Este esquema de cuadratura nodal ha dado excelentes resultados al aplicarlo

aplicacion al MEN, ya que muchas de las entidades geométricas que aparecen en el
célculo (celdas de Voronoi, circuncentros, etc.) estan de hecho previamente obtenidas
en el calculo de las funciones de forma de elementos naturales y pueden ser facilmente
almacenadas con un importante ahorro computacional. Esto permite también una
verdadera implementacion nodal del método de los Elementos Naturales, lo cual
significa que las variables secundarias se pueden obtener sin necesidad de realizar
proyecciones, como en la version tradicional del método de los Elementos Finitos o

£2000}.
En la siguiente seccién 4.4 se muestran los resultados obtenidos mediante el

uso de la integracion nodal estabilizada en su aplicacion a varios problemas de la
Elastostatica.
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4

Figura 4.7: Definicion de la celda de Voronoi del nodo 1 a través del uso de circun-
centros de los tridangulos que contienen al nodo.

4.3.4. Cuestiones algoritmicas

Una de las principales ventajas del uso de un método de integraciéon nodal es-
tabilizada, aparte de su precision, es su facil implementacién favorecida por el hecho
de que muchos de los datos son previamente calculados a través del algoritmo de

de las celdas de Voronoi asociadas al nodo.

Nota 4.3.2. El contorno de una celda de Voronoi de dos dimensiones, (véase figura
4.5), estd compuesto por una coleccién de segmentos que comienzan y acaban en
circuncentros consecutivos de los triangulos de los que el nodo considerado forma
parte. En la figura 4.7 se muestra el clculo de las inecuaciones que definen la celda
de Voronoi asociada al nodo 1. Los nodos estdn representados en circulos llenos y
los circuncirculos en circulos blancos. Dos circuncentros consecutivos y el propio
nodo definen la inecuacion que puede ser usada para calcular el area de la celda de
Voronoi a través del algoritmo de Lasserre.

En los ejemplos en dos dimensiones presentados en la seccién 4.4, en la inte-
gracién numérica a lo largo de los segmentos de la celda de Voronoi se ha usado un
solo punto por segmento interior y dos puntos de Gauss por segmento de contorno.
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Figura 4.8: Integraciéon numérica sobre la intersecciéon de la celda de Voronoi del
nodo I y el contorno el dominio. La interseccion se ha descompuesto en triangulos
y se ha empleado una cuadratura de tres puntos. De nuevo, los circuncentros se
representan con circulos en blanco. Todos los otros nodos salvo el nodo I se omiten
por claridad.

El uso de un solo punto por segmento interior es debido a la facilidad del calculo del
peso, puesto que este peso (ecuacion (4.3.1)) es la longitud del segmento de la celda
de contorno. Sin embargo, se ha observado que un punto no proporciona suficiente
precisién en los segmentos de contorno, probablemente porque en este caso el nodo
estd situado en la frontera de la celda. El uso de dos puntos de Gauss por segmen-
to de contorno ha dado excelentes resultados, como se demuestra en el siguiente
apartado.

En los calculos en tres dimensiones el algoritmo es esencialmente el mismo.
En este caso el contorno de las celdas de Voronoi esta compuesto por un nimero
de poligonos convexos cuyas areas deben de calcularse. Esto es cierto salvo para las
celdas del contorno, que estan cortadas por la frontera del dominio y pudieran ser
no convexas. Como en el caso de problemas en dos dimensiones, el drea de dichas
celdas coincide con el peso de la cuadratura si usamos un solo punto de Gauss por
contorno de la celda. En esos casos el contorno de las celdas de Voronoi —tanto
si intersectan con el dominio, como si son interiores— han sido descompuestas en
tridngulos y se han usado cuadraturas de uno y tres puntos de Hammer (véase figura
4.8). La figura 4.9 muestra, como un ejemplo, la divisién del cilindro analizado en la
seccién 4.4.2 en celdas de Voronoi. Nétese que esas celdas se cortan con el contorno
de regiones no convexas cortan a su propio contorno (figura 4.10). En estos casos la
faceta triangular del contorno se usa para cortar la celda.
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Figura 4.9: Divisién de un cilindro hueco de la seccién 4.4.4 en celdas de Voronoi.
Se muestran también las facetas triangulares que definen la region no convexa del
dominio.

2
1 —\
L@
3
2
1 —
0 1 Z 8

Figura 4.10: Ejemplo de una celda de Voronoi cortada por el contorno.
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4.4 Resultados numéricos

4.4.1. Patch tests 2D con integracion nodal estabilizada

La técnica presentada en el apartado 4.3 ha sido aplicada a diferentes patch
tests sobre diversas nubes de puntos. Estos se representan en la figura 4.TT. Se
han considerado distribuciones de los nodos tanto regulares como distribuciones
irregulares.

Nota 4.4.1. Usualmente, se consideran dos clases de patch test, llamados patch test
de desplazamiento, ya definido en (4.2.1}), y de equilibrio. En este tltimo caso, se
impone un campo constante de tensiones de valor unidad, de forma que el campo
de desplazamientos tedrico debe ser

14

u = E(l—xl) (4.4.1)
Uy = % (4.4.2)

En todos los casos, se ha empleado un punto de cuadratura en la integracién
a lo largo de cada segmento que define la celda de Voronoi de los nodos interiores.
Para los nodos del contorno del dominio o los nodos cuyas celdas cortan el contorno,
fue empleada una cuadratura de Gauss de dos puntos. Notese que la derivada de la
funcién de forma de los vecinos naturales no esta definida en los nodos, asi que se ha
decidido evitar que los puntos de integracion coincidan con los nodos. Los resultados
obtenidos (en norma del error Ly, como consta en la ecuacién 4:4.3) estan recogidos
en la tabla 4.4.1.

1/2

=y = ([ (=) (= w)ae) (449

Puede observarse cémo esos resultados mejoran los obtenidos por el método
de la descomposicién del soporte. Estan muy cercanos a la precisién de la maquina,
tanto en el patch test de desplazamientos como el de equilibrio. La integracion sobre

resultados, acotados por 107° para nubes similares a las consideradas en este trabajo.
Asi queda claro que el uso de una cuadratura nodal estabilizada conforme parece
ser una opcion atractiva para la integracion numérica en los métodos de elementos
naturales.
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Figura 4.11: Nubes de puntos considerados en la aplicacién del patch test con inte-
gracion nodal estabilizada.
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Nube de puntos CAMPO IMPUESTO el z,
(a) DESPL. BILINEAL | 2,7208- 10" 10
(a) DESPL. LINEAL 243431010
(b) DESPL. BILINEAL 4,2407 - 10716
(©) DESPL. BILINEAL | 2,0842-10 10
(a) TENSION CONSTANTE | 7,8614 - 10716
(d) TENSION CONSTANTE | 9,2009 - 10716

Tabla 4.2: Resultados para el patch test sobre la nube de puntos descrita en la figura

a1

4.4.2. Problema de placa con agujero

En esta seccion se considera la aplicacion de cuadraturas nodales estabilizadas
al conocido problema de una placa infinita con agujero bajo una tensién uniaxial
constante aplicada en el infinito.

Considerado el problema de dicha placa, la solucién tedrica de este problema
es:

3
uy(r,0) = % |:§(li + 1) cosf + 2%((1 + k) cos 0 + cos 30) — 2% Cos 30} (4.4.4)
3
r

a . a . . a .
ug(r,0) = 8p [a(/{ —3)sinf + 2;((1 — k) sinf + sin 36) — 2ﬁ sin 30} (4.4.5)

donde p representa el modulo de cortante y  la constante de Kolosov, definida como

k=3—4v (4.4.6)
3—v

— 4.4.7

=11, (4.4.7)

respectivamente, para los casos de deformacién y tension plana.

Aplicando condiciones de simetria, se ha modelado solamente un cuarto de la
placa, y se han aplicado en el contorno del modelo las tensiones exactas que derivan
de (4:4.2) y de (1.4.5). La geometria del modelo se muestra en la figura 4.12. En
este caso, se ha empleado un punto de cuadratura sobre cada segmento de las celdas
de Voronoi interiores. En los segmentos exteriores de las celdas de Voronoi se han
aplicado dos puntos de cuadratura de Gauss. Los parametros del material son el



Capitulo 4. Integracion numérica en el MEN 121
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Figura 4.12: Geometria del problema de una placa infinita con agujero sometida a
traccion.

moédulo de Young E = 1,0 y el coeficiente de Poisson v = 0,25.

N° de nodos | ||e||, Int. sobre triang. de Delaunay | ||e||, Int. nodal
434 5,9402 - 1073 5,9393 - 1073
963 1,2318 - 1073 1,5864 - 1073
2862 45462102 52154-10°

Tabla 4.3: Resultados para el problema de placa con agujero.

Los errores de aproximacién pueden ser més grandes que los errores de inte-
gracion. Este comportamiento se puede observar para algunos ejemplos en el trabajo
do el orden de cuadratura en cada poligono de la celda de Voronoi y especialmente
incrementando el nimero de nodos, es decir, aumentando la precisiéon de la aproxi-
macion empleada, como se discute en 4.4.4.

En el apartado siguiente se proporciona una explicaciéon para este compor-
tamiento, aparentemente incoherente con lo visto hasta ahora.

4.4.3. Patch test tridimensional

En esta seccion se examinan los resultados referentes a la aplicacién de la

en lo relativo a la integracién numérica sobre tetraedros es esencialmente el mismo
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ERROR ¢n L2. Integracion sabre trangulos
ERROR en L2. Integracion nodal

551

B5+

In (error)

3 31 32 33 34 35 36 37 38 39 4
In (numero de nodos )(1I2)

Figura 4.13: Norma del error L; en el problema de placa con agujero.

que en dos dimensiones. Se observa cémo los patch tests no se verifican con precision
de maquina, ni siquiera si los interpolantes de los vecinos naturales reproducen
exactamente el campo impuesto de desplazamientos o de tracciones.

Ejemplo 4.4.1. Para la aplicacién de los ejemplos del patch test tridimensional se
han considerado diversas nubes de puntos, todas distribuidas sobre el cubo unidad.
Las distintas nubes empleadas se muestran de la figura4.14 a la figura 4.16. En estos
ejemplos se ha impuesto un campo lineal de desplazamientos sobre el contorno.

La integracion se ha llevado a cabo sobre caras de las celdas de Voronoi usando
en cada una de ellas un punto de cuadratura, o bien dividiendo las caras —siempre
un poliedro convexo, véase por ejemplo la figura 4.7, donde se representan las celdas
de Voronoi para una nube de nueve puntos— en triangulos y usando tres puntos de
Hammer para la integracién de las mismas. En las celdas con intersecciéon no vacia
con el contorno se ha empleado esta tltima aproximacion, mientras que en las caras
interiores se ha observado que un sélo punto de cuadratura proporciona suficiente
precisién. Esto simplifica los cdlculos notablemente. La necesidad de dividir las caras
del contorno se atribuye al factor de que las funciones de forma no son derivables
en los nodos, que en estos casos estan en las propias caras del contorno.

Se han comparado los resultados calculados mediante esta técnica con los

se empleaba integracién sobre los tetraedros. Los resultados se muestran en la tabla
4.4. La nube de ocho nodos con cuatro puntos de cuadratura sobre el tetraedro es
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Figura 4.14: Nube de 8 puntos usada en la aplicacion del patch test.

‘ NUBE ‘ N° de ptos. ‘ Distribucién ‘ Int. sobre tetraedros ‘ Cuadr. nodal estabil. ‘

Fig. 1.14 S Regular 1,7844E — 16 1,5678E — 16
Fig. 4.15 9 Irregular 1,0877E — 2 2,1298F — 16
Fig. 4.16 27 Regular 2 4G60E — 3 1,5796E — 16

Tabla 4.4: Norma del error Ly en la aplicacion del patch test tridimensional.

un caso especial de una tetraedrizacion simétrica en la cual los errores se compensan
(SUKUMAR_ET_AL._ [1998], CUETO ET AL. _[2002]). Esta situacién desaparece al
considerar distribuciones de celdas de cuadratura no simétricas.

Notese que el esquema de integracion nodal estabilizada proporciona el nivel
de precisién deseado (es decir, precision de maquina) cuando la solucién analitica
del problema es reproducida exactamente por las funciones de base. Esto contrasta
con los resultados obtenidos con el método de la descomposicion del soporte de las
secciones previas.

4.4.4. Cilindro hueco bajo presién

Para estudiar el comportamiento de la integracién nodal estabilizada en pro-
blemas cuya soluciéon no es reproducida por las funciones de base se ha usado el
problema de un cilindro con agujero sometido a presion interna. Las dimensiones y
la geometria del problema se muestran en la figura 4.18.
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Figura 4.15: Nube de puntos usados en la aplicaciéon del patch test. Distribucion
irregular de la nube de 9 puntos.

Considerado el problema anterior del cilindro con agujero sometido a presion
interna cuya geometria y dimensiones se muestran en la figura 4.18, la solucién
analitica de este problema viene dada por:

e i P
Rip Re
Op — m <1 + F) (448)

1
Ep = E(Jp — voy — vo,)
1
gg = E(O’g — Vo, — v0,) (4.4.9)
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Figura 4.16: Nube de 27 puntos usados en la aplicacién del patch test.

Ripp R
up:E(Rg_Rlz) 1—V+?(1+V):|
ug =0 (4.4.10)
u, =0

donde R; y R. representan, respectivamente, el radio interior y exterior del cilindro
y p la presién aplicada.
La solucién analitica de este problema se puede encontrar en varios libros

El problema es de hecho bidimensional, reproduciendo un estado de deforma-
cién plana. En nuestro caso, se han fijado ambos extremos en la direccion axial para
reproducir el estado de deformacion plana. Debido a la simetria, solo se ha modelado
un cuarto de cilindro, como se muestra en la figura 4.18§.

Se han usado tres nubes de puntos que se muestran en la figura 4.19, con 166,
241 y 2076 nodos, respectivamente.

Las propiedades del material son £ =1.0 y v =0.25. Los errores con respecto
a la solucién analitica se presentan en norma Lo, como se ha definido en la ecuacion
(4.4.3) y estén incluidos en la tabla 4.4.4. En la figura 4.2T se muestra la convergencia
de los esquemas de integracion aqui discutidos.

Notese que en estos resultados se ha incluido el error asociado con la evaluacion
de la norma del error. De hecho, es dificil saber qué parte del error es debida a la
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Figura 4.17: Celdas de Voronoi para la nube de 9 puntos. Para mayor claridad, se
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han omitido las caras de la celda pertenecientes al contorno.

Figura 4.18: Geometria del problema de un cilindro hueco bajo presion.
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Figura 4.19:

Nubes de puntos para el problema de un cilindro con agujero bajo
presion.
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Figura 4.20: Forma « (166 nodos) usada en la solucién del cilindro con agujero bajo

presion.

‘ N° de Nodos ‘ Integr. Nodal x1 ‘ Integr. Nodal x3 ‘ MEF ‘ Int. sobre tetraedros ‘
166 1.002E-02 8.240E-03 6.360E-03 4.740E-03
241 7.451E-03 6.080E-03 3.510E-03 2.880E-03
2076 3.501E-03 3.012E-03 9.568E-04 1.127E-03

Tabla 4.5: Norma del error L, para el problema del cilindro con agujero.

—45 T
1 pt integr. nodal
—— 3 ptintegr. nodal
o MEF
—o— 3 pt sobre tetraedros | |
_5F o
,;55’
="
o
=
£ 6l
-6.51
— L L o
1.6 1.8 2 2 2.6
1/2)

In (ndmero de nodos)(

Figura 4.21: Convergencia del problema del cilindro con agujero.
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Figura 4.22: Convergencia del problema del cilindro con agujero en norma || - ||o.

‘ N° de Nodos ‘ Integr. sobre tetraedros ‘ MEF ‘ Integr. Nodal x1 ‘ Integr. Nodal x3 ‘

166 0.0067 0.0102 0.0064 0.0058

241 0.0037 0.0068 0.0035 0.0027

2076 0.000909 0.0011 0.000685 0.000603
Tabla 4.6: Norma del error || - ||, para el problema del cilindro con agujero.

aproximacion y a la integracion de la forma débil del problema y cudl es debida a la
evaluacién de la norma del error de integracién. Para clarificar este aspecto, se han
calculado normas discretas, por ejemplo la norma || - ||2, definida como:

(4.4.11)

donde e; representa el error nodal y n el niimero de nodos del modelo. Los resultados
de esta norma se muestran en la figura 4.23 y la tabla 4.6.

En este caso es claro que, como se muestra, la integracion nodal estabilizada
con tres puntos presenta mejores resultados. Por otro lado, las cuadraturas de cua-
tro puntos de Hammer sobre tetraedros muestran los peores resultados, en claro

contraste con los resultados de la norma L,. Como se ha mencionado previamente,
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se demuestra que el error asociado con el propio calculo de la norma del error que
venia siendo ignorado debe ser tenido en cuenta. Esto explica también los resultados
—a priori contradictorios— obtenidos en la seccién @.4.2, para el problema de la
placa con agujero.

4.5 Conclusiones acerca de la integracién numéri-
ca del MEN

Los métodos Galerkin de vecindad natural han demostrado tener un gran po-
tencial tanto en mecénica de sélidos como de fluidos (véase, por ejemplo los resulta-

partido con muchos de los métodos sin malla, es el error encontrado en la aplicacién
de cuadraturas numéricas. Esos errores son debidos a dos causas: el uso de las celdas
de cuadratura que no son conformes con los soportes de las funciones de forma y
a la integracién de funciones no polinomiales con las tradicionales cuadraturas de
Gauss. Ademads, varios métodos sin malla tienen aproximaciones con alto orden de
derivabilidad, y sus variables secundarias se pueden obtener facilmente derivando el
campo esencial en los nodos. Las funciones de forma del MEN no son derivables en
los nodos y se debe hacer una proyeccién de los puntos de cuadratura a los nodos

Es digno de mencion que los resultados obtenidos con una aproximacion basa-
da en las particiones de los soportes de las funciones de forma no han dado los
resultados deseados. Atn en el caso de que el campo de desplazamientos sea repro-
ducido exactamente por las funciones de base, los resultados obtenidos estan lejos
de la precision de maquina. Esto es indudable debido al caracter no polinomial de
esas funciones de forma.

Por otro lado, se ha analizado una cuadratura nodal estabilizada propuesta en

3D. Se ha mostrado cémo esta aproximacién es apropiada especialmente para los
métodos Galerkin de vecindad natural, debido a las muchas entidades geométricas
necesarias para su calculo que son también necesarias para el calculo de las funciones
de forma. Esto proporciona un ahorro computacional notable.

Finalmente, se ha demostrado céomo el patch test, tanto en dos como en tres
dimensiones, se verifica con precision de maquina y también ha sido probada la
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precision del método sobre algunos problemas clasicos, mostrando excelentes resul-
tados y convirtiéndose asi realmente en un método nodal en el cual las variables

secundarias se pueden obtener en los propios nodos sin derivar.
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CAPITULO

5]

EL. MEN EN LA SIMULACION DE
MEDIOS INCOMPRESIBLES

En los ultimos anos se han realizado numerosos estudios sobre simulacién
numérica de materiales que son casi-incompresibles o totalmente incompresibles.
En las simulaciones numéricas de estos materiales, es bien conocido que la condi-
ci6n de anular la divergencia del campo de desplazamientos (incompresibilidad del
medio) en la Mecanica de Sélidos (usualmente en Mecanica de Fluidos la incégnita
del problema es el campo de velocidades), conduce a un sistema de ecuaciones sobre-

como bloqueo volumétrico. Una técnica de uso generalizado para superar dichas di-
ficultades en este tipo de andlisis se basa en el uso de aproximaciones mixtas de
los campos de desplazamientos y de presiones. En este capitulo se presenta esta
técnica de aproximacion mixta aplicada al método de los elementos naturales, con
los problemas y soluciones que aparecen al aplicar dicha técnica y algunos ejemplos
numéricos que prueban su comportamiento.

5.1 Formulaciones no estandar y mixtas

En este apartado se van a tratar, en un nivel introductorio, las ideas basicas
de los métodos de aproximaciones mixtas. En los anos 60 fue introducido el término
de método mixto para describir métodos de Elementos Finitos en los cuales eran

133
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aproximados como variables primarias tanto los campos de desplazamientos como
los de presiones.

5.1.1. Problema modelo

En los capitulos anteriores se ha desarrollado la formulaciéon variacional del
problema de la elasticidad. Para la introduccion de la teoria necesaria en el desarrollo
de este capitulo se empleara un problema modelo que se describe a continuacién.

Se utilizara como problema de referencia el siguiente Problema de Valores en
el Contorno (P.V.C.)

—Au=f, en Q,

(P) = { u|F = ug, en [' = 0N, (5.1.1)

En este nuevo problema,

s p = Vu, es la nueva incégnita.

= p=(p1,p2) € L*(Q).

= Veop=38+52 = Aue LX)

El espacio de biisqueda para este problema serd H(div,Q)) = {p € L?*(Q) / V-p €
@)}

5.1.2. Formulacion no estandar

Si se multiplica la ecuacién
p = Vu,

por g, tal que V- q = 0 (se va a exigir que V- p = —f) y se aplica la férmula de
Green, se obtiene

/p-qz/Vu-qz—/U(V-QH/UI q-nz/qu-n.
Q Q Q r T r

Se llega a la siguiente formulacion variacional

Definicién 5.1.1. Se denomina formulacion variacional no estandar a la definida
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por el siguiente problema

p € H(div,Q), V-p=—Ff, (5.1.2)
Jop-qa= [ruog-n, Vg € {qe H(div,Q)/V-q=0}. o

Nota 5.1.1. Es interesante hacer una pequena comparacion entre esta nueva formu-
lacién (5.1.2), v la formulacién débil tradicional

{ ue H(Q), u|F:u0., (513)

JoVu-Vo= [, fv, Vwve{ve Hl(Q)/U\F: 0}.

Obviamente ahora se anade el inconveniente de encontrar subespacios de a-
proximacion de

{q € H(div,Q?) / V-q = 0}.

A continuacion se introduce el concepto de formulacion mizxta manteniendo
como variables del problema u y p = Vu. Se define el siguiente problema

Vu = p, en (.
V-p=—f, en (.
u|F:u0, en I' = 09.

Multiplicando por g € H(div, ) la primera ecuacién de (5.1.2) y aplicando la

férmula de Green,

/p-q=/Vu-q=—/U(V-QH/UIFq-n:/qu-n,
Q Q Q T T
/p~q+/uv-q:/uo(q'n).
Q Q T

Para la segunda ecuacién, se multiplica por v € L*(Q) y se obtiene

luego

/Q(V'p)v = —/va, Yo € L*(Q).

Definicion 5.1.2. Teniendo en cuenta todo lo anterior, se define la formulacion
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mixta del problema (5.1.1) como,

p € H(div,Q), u e L*Q)
fop-a+ [uV-q= [Luoq-n, Yq € H(div, Q)
[o(V -p)v=— [, fv, Yv e L*).

Llevando esta teoria a un contexto abstracto, se tendria

Sean X, M, espacios de Hilbert.

a: X x X — R, una forma bilineal continua.

b: X x M — R una forma bilineal continua.

= [: X — R, s: M — R, formas lineales y continuas.

Definicién 5.1.3 (Problema mixto abstracto). Se define como problema mixto
abstracto, al problema

peX,ueM

a(p,q) +b(g,u) =l(q), Vg € X
b(p,v) = s(v), Yv € M.

Nota 5.1.2. Sea
on{pEX/b(p,’U):O, Vv EM},

solucion del problema homogéneo. Si se supone que existe p, tal que
b(ps, v) = s(v), Vv € M.

Entonces p, + Xy también cumple lo anterior. Tomando g € X, en la primera
ecuacion se llega a

a(p,q) = (q), Vq € Xo.

que es el problema variacional clasico.

{p6p8+Xo,

convergentes y estables para el problema 5.1.3 éstas deben cumplir una determinada
condicién. Esta condicién se denomina condicion Infimo-Supremo, también se conoce
como condicién Inf-Sup, o condicién LBB (debido a sus autores, Ladyzenskaya,
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5.1.3. Aproximacion, estabilidad y convergencia.

Se ha ido viendo que todas las formulaciones variacionales estandar se pueden
escribir en la forma

Encontrar wu € V tal que a(u,v) = f(v), Vv € V.

con V el espacio de funciones, a : V x V — R forma bilineal, y f : V' — R forma
lineal.! Ya se ha comentado que para resolver este problema mediante un método
de Galerkin se elige un subespacio de dimensién finita Vj, de V) y se determina
la solucién aproximada wu;, mediante la misma formulacién débil. Asi, el problema
quedaria:

Encontrar wu; € Vj, tal que a(up,v) = f(v), Yv € V.

Si la formulacion débil proviene de un principio variacional, el problema débil
discreto es equivalente a resolver el principio variacional buscando un punto critico
en el subespacio Vj,.

El objetivo debera ser el conseguir que se cumplan 3 propiedades fundamen-

Convergencia. Mide la diferencia entre la solucién exacta del problema y la
aproximada u — uy. Una buena convergencia es el objetivo final de cualquier
método numérico.

Aproximacion. Mide el error en la mejor de las aproximaciones de la soluciéon del
problema obtenida mediante elementos de V},, es decir, el menor error posible
entre la solucién exacta y cualquier elemento del espacio discretizado V},. Ob-
viamente, este error va a depender directamente del espacio elegido V},, de la
distancia elegida y de la soluciéon exacta. Una buena aproximacién no garanti-
za una buena convergencia, pero una mala aproximacion ofrece con seguridad
una mala convergencia.

FEstabilidad. Esta referida a la continuidad de la forma lineal [ sobre la solucién
discreta uy,.

1Si el problema no es homogéneo, u no representaria a la solucién, pero ya se ha visto cémo
habria que proceder, eligiendo un valor arbitrario pero fijo tal que la diferencia entre este valor y
la solucién satisfaga las condiciones esenciales de contorno.
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Para cuantificar estas nociones, es necesario, tal como se ha indicado, introducir
normas que proporcionen la distancia asociada en la que se miden la convergencia
y la aproximacion.

Sea ||v|| una norma sobre funciones v € V. Entonces,
[vll >0 siv#0y [[ev] = [cf[v].
Si se supone que la forma bilineal es acotada
a(u,v) < kl|ull||v], Yu,v € V.

Habiendo establecido una norma sobre V', queda claro que se puede medir la con-
vergencia y la aproximacion mediante,

lw — wp|| e infllu— v respectivamente.
veV

Para cuantificar la nocién de estabilidad, es necesaria una norma en el espacio
de funcionales sobre V.

Definicién 5.1.4. Se define la norma dual, como

[T ———

(5.1.4)
o£vev |||

para f:V — R.

Proposicién 5.1.1. Teniendo en cuenta la definicion anterior, la constante de es-

gy
RHTIN

Ch, (5.1.5)

El mayor de estos valores, para cualquier posible f, es la constante de estabilidad

Si se piensa en el problema discreto como una ecuacion matricial, la constante
de estabilidad es justamente la norma de la matriz inversa.
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guiente relacion fundamental entre convergencia, aproximacion y estabilidad:

|lu — up|| < kChinf||lu — v (5.1.6)

veV),
Si se escoge una norma razonable tal que la constante k no sea muy grande, la
relacion anterior establece que si la constante de estabilidad Cj, no es grande, en-
tonces el error en la solucion Galerkin no serd mucho mayor que el error de la mejor
aprozimacion posible en V. Para una mayor claridad, considérese una sucesion de
subespacios Vj, parametrizados por un nimero positivo h tendiendo a cero (represen-

tando por ejemplo, el tamano de la malla, de la nube de puntos, etc). Si se supone
que los espacios tienen mayor precision, es decir, son tales que

liminf||lu — v| =0,

h—=0 yev
entonces, si la constante de estabilidad C}, permanece acotada cuando h — 0, se
tiene que w, converge a la solucion exacta w, a la misma velocidad que la mejor
aproximacion.

Definicién 5.1.5. En el caso de que C}, esté acotada, el método se denomina estable.
Si el método es estable, la soluciéon aproximada converge a la solucion exacta
a la misma velocidad que el mejor error de aproximacién.

5.1.4. Condiciéon LBB. Estabilidad de los métodos mixtos.

La teoria basica disenada anteriormente se aplica igualmente a los métodos
mixtos. Por ejemplo, considérese de nuevo el problema de la elasticidad lineal, y por
simplicidad supéngase que las condiciones de contorno son I', = 9€), uy = 0. Ya ha
sido desarrollada en esta tesis la formulacion variacional del problema, que es

a(u,v) = / Ce(u) : e(v)dQ para u,v € Hy(Q), (5.1.7)
Q
mientras que para la formulacién mixta podria ser, por ejemplo,

a((o,u), (0", v)) = /

Q(C_la:a*+v~a*:u—l—V'a:v)dQ,

para (o, u), (6*,v) € H(div,) x L*(Q2), denotando por o* al tensor de tensiones
del espacio de busqueda.
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La mayor diferencia entre ambas formulaciones radica en encontrar espacios
de funciones que presenten aproximaciones estables. Para los métodos basados en
desplazamientos no existe esta dificultad.

Retomando aspectos comentados anteriormente en el apartado 2.1.2 del capitu-
lo 2, se tienen los siguientes resultados.

Proposicion 5.1.3. Cualquier eleccion que se haga de los subespacios Vi, C H} (),
para métodos basados en desplazamientos unicamente, produce una aproximacion
estable.

(R:1.15), es decir, dado o > 0 se tiene que
a(v,v) > al|v|]?, YveV.
La solucién discreta u;, € V estd definida por las ecuaciones
a(up,v) = f(v), parav e V.

Tomando v = wuy, y teniendo en cuenta la coercitividad de la forma bilineal y la
definicién de la norma dual || - ||« (5.1.2), se tiene que

aflunl® < alun, un) = fun) < [If]+lun]

por consiguiente
lunll < a7 HI£]..

Por lo tanto, la constante de estabilidad C}, (b.1.5) para esta discretizacién esta aco-
tada por é sin depender de la eleccion del subespacio Vj,. Por lo tanto el error es
del mismo orden que el error de la mejor aproximacion. La eleccién del subespacio
depende simplemente de consideraciones de aproximacion y eficiencia de la aproxi-
macién. Por lo tanto, los métodos de Galerkin basados en formulaciones coercitivas

son siempre estables?. O

Nota 5.1.3. Para los métodos mixtos el espacio V' se descompone como el producto
de dos espacios V =S x W y la forma bilineal tiene una forma especial

a((s,u), (t,v)) =c(s,t) + b(t,u) + b(s, v)

2Suponiendo que los espacios de btisqueda y de funciones test son idénticos. Los métodos Petrov-
Galerkin basados en formulaciones coercitivas no son necesariamente estables.
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conc: SxS—Ryb:5xW — R formas bilineales.

Una consecuencia de esta descomposicién es que en los métodos mixtos, la
forma bilineal a(-,-) nunca es coercitiva, asi que la estabilidad de la aproximacién
no es automatica. Aunque a(-,-) no es coercitiva, c(-,-) si lo es.

una formulacion mixta puede ser acotada en los mismos términos que la constante
de coercitividad « para la forma bilineal a(-,-) mediante la cantidad

By = inf sup2®)

_ (5.1.8)
vewy, sesy, |||V

En particular, si se elige una sucesion de S, y W), para los cuales 3 estd acotada
distinta de cero, el método correspondiente es estable.

Definicién 5.1.6. La condiciéon que establece que (3, esta acotada y distinta de
cero, se conoce como la condicion inf-sup o LBB.

Nota 5.1.4. Nétese que si se incrementa el espacio Sy, para un W), fijado, la constante
By, crece. En otras palabras, para problemas con la forma bilineal ¢(-,-) coercitiva,
el enriquecimiento del espacio S, incrementa la estabilidad. Esta propiedad es la
base de la formulacién mixta que se presentara mas adelante para el método de los
elementos naturales.

5.2 Ecuaciones de gobierno

Aunque la teoria anterior se ha desarrollado para una formulacién mixta genéri-
ca, el objeto de este capitulo es el desarrollo de una formulacién estable para el
problema de la Mecénica de Medios Continuos Incompresibles. Las ecuaciones para
este problema vienen dadas por:

1. Ecuaciones de Equilibrio (en ausencia de fuerzas de inercia y de fuerzas exte-
riores):
V.-o=0en . (5.2.1)

2. Medio incompresible:

V-u=0enQ, (5.2.2)
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donde o representa el tensor de tensiones de Cauchy y u el vector de desplazamientos
en Mecanica de Sélidos, y usualmente representa el vector velocidad en Mecanica
de Fluidos. Las condiciones de contorno son:

n=ten I} (5.2.3)

0’.
u=wuen [,

donde m es la normal exterior al contorno I' =T', UT;, con I', N T, = 0.
Si se suponen pequenos desplazamientos y pequenas deformaciones para un
solido elastico e isotropo, las ecuaciones de comportamiento pueden expresarse como:

o =—pl +2uV°u (5.2.5)
O:V~u—§ (5.2.6)

donde p representa la presién y V? la parte simétrica del operador gradiente, obte-
niéndose el tensor de pequenas deformaciones de Cauchy en el caso de Mecéanica de
Sélidos, o bien, el tensor de velocidad de deformacién para el caso de Mecanica de
Fluidos.

Definicién 5.2.1. En las ecuaciones (5.2.5) y (5.2.6) anteriores \ y p representan

los parametros de Lamé, que caracterizan el comportamiento del material, y estan

expresados en términos del modulo de Young FE y del coeficiente de Poisson v como
E 2uv

F=oa+wy 1—2v (5:27)

Nota 5.2.1. Cuando v se aproxima a 0.5, se observa claramente que A tiende al
infinito, asi que la ecuacién (5.2.6) representa la restriccién de incompresibilidad
V-u=0.

La formulacién débil o variacional para esta clase de problemas se establece
usualmente como:

/ o:e"d)= / t-u'dl Yu* eV (5.2.8)
Q(t) Iy
1
/ ( —Vu+ —p)p*dQ =0 Vp* € Ly(Q1)), (5.2.9)
o) A

donde U = {u / w € H(Q), ulp, = u}, V = {u* / u* € H(Q), u|r, = 0},

y I'y v I'y son las porciones de contorno del dominio 2 donde estan prescritos los



Capitulo 5. EI MEN en la simulaciéon de medios incompresibles 143

desplazamientos (velocidades) y tensiones, respectivamente. t y u representan tales
tensiones y desplazamientos.

5.2.1. Aproximacion de las variables del problema.

Si se aproximan los desplazamientos (velocidades) y presiones empleando un
conjunto de dimensién finita de funciones de base, se llega a una forma discreta de
las ecuaciones previas (5.2.1)-(5.2.6) (método de Bubnov-Galerkin).

u'(@) =) dr(@)us (5.2.10)
p'(x) =) di(@)pr. (5.2.11)

donde n representa el niimero de nodos considerados en la aproximacion. Las fun-
ciones ¥7(x) y ¢r(x) representan algin tipo de interpolacién por vecinos naturales,
desarrolladas ya en el capitulo 3.

Se obtiene entonces el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas,

(Gf J\CZ) (Z) B @ (5:2.12)

donde,
F,J:/QB?GBJdQ (5.2.13)
Gy =— /Q B ,dQ (5.2.14)
M, = —i /Q Y1) dS) (5.2.15)

fI:/F ¢ rEdl (5.2.16)
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y
Br = [¢r1(2) ¢,,2(;c)] (5.2.17)
or1(x) 0
B[ = 0 gb]’g(l') (5218)
¢1,2(513) 451,1(30)
Crixr = 1(01x05 + 0110 1x) (5.2.19)

Noétese que si se esta considerando una situacién de incompresibilidad total, M = 0.

Nota 5.2.2. No todas las posibles combinaciones para las aproximaciones despla-
zamientos-presiones construidas de esta forma presentan resultados convergentes

la formulaciéon resultante.

La condicién inf-sup puede escribirse en este caso como

h - uhdQ
nf  sup fﬂph -
phePy uhelt, |IP Ho”u ”1

=7 >7>0 (5.2.20)

donde v es una constante positiva independiente de la separacion nodal, h. U, y
Py, representan la aproximacién del espacio de desplazamientos y del espacio de
presiones, respectivamente, cuyas normas estan definidas por

15 = [ rao (5.2.21)
||-||?=/QZZ: (fgxgi)QdQ (5.2.22)

i,5=1

Esta condicién en raras ocasiones se demuestra analiticamente. En su lugar, su
cumplimiento se prueba usualmente de forma numérica mediante un test propuesto
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5.3 Aproximaciones mixtas en métodos de Ga-
lerkin de vecindad natural

En esta seccién se desarrolla una formulacién mixta basada en el uso de la
interpolacién por vecinos naturales en el marco del método de Galerkin. Como se
ha comentado anteriormente, la estrategia consiste en el enriquecimiento del espacio
de busqueda de los desplazamientos (para el problema de la Elasticidad) o de las
velocidades (para el problema de Stokes).

maciones mixtas usando interpolacién de Sibson para los desplazamientos e inter-

polacién de Thiessen (constante en las celdas de voronoi) para las presiones.
Aunque la aproximacion asi desarrollada ha sido empleada con éxito en la

simulacién de diversos problemas de Mecanica de Fluidos tanto newtonianos como

_______________

es muy similar a la estructura de los Elementos Finitos triangulares con desplaza-
mientos lineales y presién constante, que no verifica la condicién inf-sup.

5.3.1. Test numérico para la condicion inf-sup

conjunto de mallas finito y pequeno.

Proposicién 5.3.1. La condicién inf-sup (expresion (5.2.20)), se puede desarrollar
en la siguiente forma discreta

inf  su WgGhUh
wrEPL uhegh T T
W, GyW, - /U; SpyUy

=y >7>0 (5.3.1)

donde W, y U}, son vectores de los desplazamientos nodales correspondientes a wy,
y uwy. Gy y Sy son las matrices asociadas a las normas

lpnlls = W3, G W,
lun || = UL ShU»

G y Sy son maltrices semidefinida positiva y definida positiva, respectivamente
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Problema de valores propios equivalente

Como es imposible desarrollar un nimero infinito de mallas que verifiquen
mente. Lo que si se puede hacer es obtener un valor numérico de la expresién (5.3.1)
anterior, para un conjunto de mallas elegidas apropiadamente, e intentar describir
una prediccién sobre la verificacion de la condicién inf-sup.

La evaluacion numérica es posible teniendo en cuenta los siguientes resultados

propios generalizado,

GhUh = )\ShUh, (534)

donde G, y Uy, son las matrices definidas en (5.3.1). Se denota por i, el primer
valor propio no nulo. Entonces, el valor de vy, es simplemente v/ \.

Demostracion. Se puede probar dicho resultado con la ayuda de un ejemplo.
Considérese la funcion f(U, V') definida como

U'Gv

UV = wrauynvisv)s

(5.3.5)

donde G es una matriz n X n simétrica semidefinida positiva, S es una matriz n x n
simétrica definida positiva, y U, V son vectores de orden n. Es necesario demostrar
que

inf sup FU, V)=V (5.3.6)
donde A es el menor valor propio no nulo del problema
Gop = \S¢. (5.3.7)
Sean los valores propios del problema (5.3.7), ordenados en un orden creciente
M=M= = X 0=0< M < N <<\,

y sus correspondientes vectores propios ¢, ¢, ..., On.
Para evaluar f(U, V), se representan U y V' como

n n

U:Z@ﬂz‘ V:Z@f%

i=1 i=1
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Por lo tanto, para cualquier U,

sup f(U,V) = Sup Z111/2 12
v " (Z?:l Aﬂlg) (Z?:l 63)
1 Z?:1 il U;

(5.3.8)

- 172 SUP
o

( > Amg) < s @3) 72

Para evaluar el valor del supremo en la ecuacién anterior (5.3.8), se define o; = A\,

obteniéndose entonces que

(5.3.9)

n n
g it U; = g ;0; <
i=1 i=1

(por la desigualdad de Schwarz), e igualmente se obtiene cuando ¥; = «;. Substi-
tuyendo lo obtenido en (5.3.9) en (5.3.8), y haciendo uso de \y = Ag = -+ = M1 =

0, se obtiene que,
T2 nARG?
sup (U V) = [0 [La N
1 Dot A > i Aill;

Si se denota v/ \;u; por f3;, la expresion anterior se puede escribir como,

S S

= — ==t * > 5.3.10
Zi:l Aiti (B, Zi:k AifF} ( )

inf sup f(U,V) = inf
U v

(@),

siendo el menor valor v/, valido para B, # 0y 3; = 0, para i # k, el cual es el
resultado buscado. O

Nota 5.3.1. La existencia de valores propios nulos significa que existen modos espu-

Si se tiene que la presion es continua, existe un segundo resultado interesante
para el calculo que nos ocupa.

3Dado un problema de valores propios Av = \v, el cociente de Rayleigh p(v), viene definido

TA
por p(v) = LA,
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Proposicién 5.3.3. Considérese el sequndo problema de valores propios,

WQr = N MLQy, (5.3.11)

donde G, = BhS}_LlB';L. Se denota ahora por X, al primer valor propio no nulo.
Entonces, N}, es igual a Ay del primer problema (5.5.2).

Demostracion. Se remite al lector interesado a la obra de BATHE _[1990}. O

Nota 5.3.2. En el caso continuo, G}, no es mas ficil que calcular que G}, pero al
menos G, tiene la dimensién del espacio de presiones en lugar del de desplazamien-
tos, y el problema de valores propios se simplifica.

En la préactica, lo ideal seria calcular el valor \/\, valor propio solucién, de
forma rutinaria, de tal forma que pueda pasarse por alto todos los valores propios
nulos y calcular asi .

Proposiciéon 5.3.4. Si la aproximacion construida para un problema dado, tiene
n, grados de libertad en presiones y n, grados de libertad en desplazamientos, el
numero de modos espurios de presion viene dado por

kpm =k — (ny, —n, — 1) (5.3.12)

Si kpm, > 0, entonces la discretizacion contiene modos de presion constante o modos
espurios de presion.

obtener una aproximaciéon del valor numérico Ax. Si el valor 7y, no tiene una tendencia
constante, alejada de 0, la condicién 7nf-sup no se satisface (5.3.1).

Este simple test puede ser de gran ayuda a la hora de determinar si una a-
proximacion desarrollada verifica la condicion inf-sup. Para los resultados numéricos
presentados en la seccién 5.5, se observa claramente cémo la aproximacién Sibson-
Thiessen para desplazamientos y presiones (respectivamente) no verifica la condicién
inf-sup. Sin embargo, tal y como se ha comentado anteriormente, esta aproximacién

_________________________

alguno o modos espurios de presion. De tal forma que se puede asegurar que el
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comportamiento de la aproximacién es similar al elemento finito cuadrilatero con
desplazamiento bilineal y presién constante.

Siguiendo estos resultados, es de esperar que un enriquecimiento del espacio
de desplazamientos interpolado mediante aproximaciones de vecinos naturales pueda
ofrecer formulaciones que cumplan la condicién inf-sup. Sin embargo, las aproxima-
ciones de vecinos naturales reproducen a lo sumo espacios de polinomios lineales

citadas), pero requiere la interpolacién de las derivadas del campo esencial y esto
requiere un alto coste computacional. Asi, una buena solucién a este problema po-
dria ser el enriquecimiento de los interpolantes haciendo uso del paradigma de la

empleada previamente en WELLS ET AL.__[2002] para enriquecer nodos sometidos
a deformaciones plasticas en una malla de Elementos Finitos triangulares. A conti-
nuacion se van a analizar y desarrollar algunas aproximaciones enriquecidas para el

método de los elementos naturales.

5.4 Particion de la Unidad en métodos de Galer-
kin de Vecindad Natural

5.4.1. El método de particion de la unidad

En la seccién 2.8 ya ha sido presentado el Método de Particién de la Unidad

P i b

de aproximaciones enriquecidas anadiendo funciones al espacio de busqueda que
aproximen la solucién con mayor precision. Recordando brevemente la filosofia de
este método, sea {€2;} un recubrimiento abierto del dominio 2, (cada ; es un
abierto, y juntos forman un cubrimiento de ), y sea {¢;} una particién de la
unidad construida sobre dicho cubrimiento. Sea también V; C H'(2;NQ). Siguiendo

Vi=Y ¢V = {Z(bw[ € VI} c HY(Q) (5.4.1)

Los espacios V; se llaman espacios de aprorimacion local.

________________________________________

dado que las funciones de forma del método de los Elementos Finitos forman una
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particion de la unidad, proponen un enriquecimiento de la aproximacion por Ele-
mentos Finitos anadiendo nuevos términos polinomiales a las funciones de forma.

El propdsito de este capitulo de la tesis es desarrollar un método de aproxi-
macién por vecinos naturales enriquecido. El objetivo es enriquecer la aproximacion
usada en el campo de desplazamientos para que se reproduzcan polinomios de mayor
orden. Para ello se anadiran nuevas funciones a la aproximacion construida mediante:

Nla = ¢1La (542)

donde L, es un polinomio de grado p. Como las funciones de forma de vecinos
naturales forman una particion de la unidad, se tiene que

> Niu=> ¢rLoa=La» ¢r=La (5.4.3)
I I I

Se puede ver entonces cémo los polinomios L, se reproducen exactamente por la
aproximacion construida.

Sin embargo, como las coordenadas Sibson o Laplace reproducen exactamente
polinomios lineales, existen constantes a,r, a,r, [ =1,...,n tales que

> amor == (5.4.4)
I

> ayér =y, (5.4.5)
I

Asi, si se toman L, = x o L, = y se llega a una dependencia lineal de las
funciones de base. A la hora de resolver el sistema discreto de ecuaciones resultantes,

p, donde A es una matriz semidefinida positiva, se puede hacer uso de un algoritmo,
el cual, perturba la matriz de la siguiente forma

A=TAT (5.4.6)

d=T"'d (5.4.7)
p=Tp (5.4.8)
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con

)
Tyy = ——2 (5.4.9)
VAr
El sistema resultante Ad = p tiene una matriz de rigidez con elementos unitarios
en la diagonal. Esta matriz se perturba posteriormente

A.=A+cl >0 (5.4.10)

y la matriz resultante A, es no singular. Para el cdlculo de la solucion del sistema
original, es necesario sequir el siguiente procedimiento iterativo:

dy=A"p (5.4.11)

Denotando eq = d — dy. Entonces,

AEGQ ~ Aeo = Ad — Ad() =To (5413)
El algoritmo calcula
i—1
T, =Ty — Z Aj (5414)
j=0
ei=A'r; (5.4.15)
i—1
di=dy+ ) e (5.4.16)
j=0

hasta que converja dentro de un cierto nivel. La solucion final viene dada por d="T.

Nota 5.4.1. En la practica, es suficiente una perturbacién del orden de e = 10719 en
una sola iteracién, trabajando con doble precision.

5.4.2. Interpolantes por vecinos naturales enriquecidos

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este capitulo es enrique-
cer aproximaciones basadas en vecinos naturales para que cumplan la condicion
inf-sup. En este apartado se van a considerar algunas de todas las posibles combi-
naciones para aproximar los espacios u — p.
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Recuérdese que cuando el problema se aproxima a una incompresibilidad total
(i.e., A tiende a no estar acotada), el objetivo es mantener la distancia entre la
soluciéon exacta y el espacio de aproximacion acotado,

lu — || < ¢ d(u,Uy) (5.4.17)

con una constante ¢ independiente del tamano de la nube de puntos A, y A. Cuando A
crece, la cantidad ||div w"|| debe disminuir para verificar que la presién py, es un valor
finito en el limite de la incompresibilidad total. Asi, el espacio de desplazamientos
K(0) = {u" / u" € U, divu" = 0} debe ser lo més rico posible. Para ello se han
probado algunos enriquecimientos del campo de desplazamientos, combinados con
interpolaciones tanto de tipo Thiessen como Sibson, para el campo de presiones.
A continuacién se presentan estos enriquecimientos y mas adelante los resultados
obtenidos por ellos.

Elemento Natural Sibson-Thiessen.

La primera y mas obvia posibilidad es el empleo de una interpolacion mixta
Sibson-Thiessen para los desplazamientos y las presiones, tal y como se describe en
el apartado b.3. Los resultados para el test numérico de la condicién inf-sup sobre
un conjunto de mallas estd descrito en la seccién 5.5.1. Se puede observar que el
espacio de aproximacion para los desplazamientos no es lo suficientemente rico para
satisfacer la condicién inf-sup.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, 22, *}.

En primer lugar, se va a enriquecer la aproximacion del campo de desplaza-
mientos afiadiendo el conjunto de polinomios {1, z?%, ¢y} a las funciones de base. La
aproximacion resultante es

O =0¢; x{1,2%,9°}, I=1,...,n (5.4.18)

donde n es el niumero de nodos de la malla.

tiene que
span{®} = span{l, z,y, 2% v*, 2%, °, 2%y, xy°} (5.4.19)

Este enriquecimiento en particular determina un espacio de polinomios incom-
pleto de orden 3. Su eleccién ha sido consecuencia de evitar dependencias lineales
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en las bases del espacio de aproximacion. Sin embargo, tal y como se demuestra en
el apartado de resultados numéricos 5.5.1;, esta clase particular de enriquecimien-
to determina una aproximacion con modos espurios de presion. Asi, se deduce que
la aproximacién resultante debe reproducir al menos el polinomio bilineal. Esta

dos pertenecientes a los tridngulos de una aproximaciéon mediante Elementos Finitos
lineales y sometidos a un flujo plastico estan enriquecidos mediante el empleo del
conjunto de polinomios {1, z?%, xy, y*}.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, z,y, zy}.

Como se ha mencionado anteriormente, parece ser que la aproximacién debe
ser capaz de reproducir completamente al menos el polinomio bilineal. Por esta
razoén en este apartado se analiza el comportamiento del elemento natural resultante
cuando el enriquecimiento estd compuesto por los monomios {1, z,y, zy}. El espacio
de aproximacién resultante estara compuesto por

b =¢r x{l,z,y,xy}, I=1,....n. (5.4.20)
Se puede entonces concluir que

Proposicién 5.4.3.
span{®} = span{1, z,y, vy, 2°, y*, 2y, xy*}. (5.4.21)

Ademds, este conjunto resultante es linealmente dependiente, con una deficien-
cia de rango de orden 4.

Demostracion. Como las funciones de forma de Sibson o de Laplace reproducen cam-
pos de polinomios lineales, como se ha visto en un capitulo anterior (8.3), existiran
constantes a¥,a¥, I = 1,...,n, tales que Vz € €,

> i) =1 (5.4.22)
> ajpr(z) == (5.4.23)

S ali(z) =y (5.4.24)
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Figura 5.1: Nube de 9 nodos sobre una malla regular.

donde n representa el nimero de vecinos naturales en un lugar determinado. Asi,
{1,z,y} C span{®}. Usando la propiedad de particién de la unidad,

n

Y (o) =2 ¢r=u (5.4.25)

I=1

n

> (prr) =D afér =0 (5.4.26)

I=1

existiendo asi dependencia lineal.

Este mismo razonamiento puede ser aplicado al término y del enriquecimiento.
O

Nota 5.4.2. Nétese que

> ai(bry) =y ajér =y (5.4.27)
I=1 I=1

Yy, en ConsecuenCia,
S af(ery) = > al(érm) =0 (5.4.28)
I=1 I=1

Se puede concluir que el algoritmo descrito en el apartado 5.4.1; debe ser usado

para invertir la resultante matriz de rigidez.

Las funciones de forma resultantes y sus derivadas, mediante el uso de esta
aproximacién enriquecida, para el nodo central de la figura 5.1, se muestran en las
figuras 5.%(a), (b) y (c).

En contraste con las formulaciones previas, este enriquecimiento determina un
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05

0.5,

Figura 5.2: Representacién de las funciones de forma ¢ -z (a), ¢ -y (b) y ¢ - zy (c)
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elemento que verifica el test numérico de la condicién inf-sup, como se demuestra en
la seccién de resultados numéricos de este capitulo 5.5.1..

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, z,y, zy}
y campo de presiones continuo.

Esta formulacién se obtiene por el uso de un enriquecimiento idéntico al del
apartado anterior, salvo que ahora se presenta una aproximacién continua (Sibson)
en el campo de presiones. El analisis presentado anteriormente para el campo de
desplazamientos se mantiene igual en este caso. Esta formulacion verifica el test
numérico de la condicion inf-sup y ofrece similitudes con el elemento anterior.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, zy}.

Finalmente, si se enriquece la aproximacion del campo de desplazamientos con
el conjunto de polinomios (monomios) {1, zy} se obtiene una independencia lineal
del conjunto de las funciones de base.

b =09 x{lxy}, I=1,...,n (5.4.29)
Se puede concluir que

Proposicién 5.4.4.
span{®} = span{1, z, y, vy, 2%y, vy*}. (5.4.30)

Este enriquecimiento (5:4.29) verifica la condicién inf-sup —tanto con inter-
polaciones Sibson como Thiessen para las presiones— y proporciona una excelente
precisién, como se muestra en la seccién 5.5.

Nota 5.4.3. Esta formulacion tiene cierto parecido con el elemento finito MINI,

riquecimiento burbuja y presiones discontinuas).

En medio del amplio rango de posibles campos de enriquecimiento, este ulti-
mo parece ofrecer una formulacion estable y no presenta dependencia lineal en el
conjunto de funciones de base. Asi, no es necesario el empleo de una técnica de
perturbacion para resolver el sistema de ecuaciones resultante. En este sentido, esta
formulacién parece ser 6ptima, tanto desde un punto de vista de estabilidad como
por el bajo niimero de grados de libertad que emplea.
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Figura 5.3: Geometria del problema usado para evaluar el test numérico de la condi-
cién inf-sup.

5.5 Resultados Numéricos

5.5.1. Test numérico para la condicion inf-sup

una sucesion de tres o mas mallas para evaluar el valor propio minimo no nulo de
la ecuacién (5.3.4). El test sélo es valido para la geometria dada y el problema
considerado, pero la aproximacién no verificara la condicién inf-sup si no pasa el
test numérico.

Para comprobar si las formulaciones propuestas cumplen con la condicion inf-
sup, se ha probado en una sucesién de tres mallas compuestas de 3 x 3,4 x4y 5 x5
nodos, distribuidos de forma regular e irregular sobre un cuadrado unitario, (véase
la figura 5.3). Los resultados para estas discretizaciones se muestran en la figura
574, incluyendo el test aplicado sobre un Elemento Finito triangular 3/1. Estos han
sido obtenidos restringiendo los vecinos naturales de un punto dado a los tres nodos

de Sibson, enriquecida con {1,z,y,xy} para el campo de desplazamientos, ofrece
buenos resultados usando tanto interpolaciones Thiessen (C™!) como Sibson para la
presién. Sin embargo, el enriquecimiento con los monomios {1, 2%, y?}, inicialmente
propuesto para evitar la deficiencia de rango de la matriz de rigidez resultante, da
lugar a modos espurios de presion. Estos mismos modos espurios pueden obtenerse
para ciertas configuraciones en el elemento Sibson-Thiessen, como en el Elemento
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Figura 5.4: Test numérico para la condicién inf-sup aplicado a las aproximaciones
propuestas. Siendo N = (Ntumero de nodos por lado) — 1.

Nota 5.5.1. Aunque los resultados para un tinico problema no pueden ser extrapola-
dos, la formulacién propuesta para el enriquecimiento mediante {1, x,y, xy}, parece
estable y adecuada para una amplia variedad de problemas. Sin embargo, su uso
fuerza el empleo de algunas técnicas especiales (como pudiera ser la explicada en el
apartado 5.4.1)) para resolver el sistema de ecuaciones resultante de la aproximacién.
El enriquecimiento mediante el monomio {1, zy} evita este inconveniente, mientras
que a su vez, mantiene las propiedades de estabilidad de la formulacion.

En los siguientes ejemplos se analiza el rendimiento de estas formulaciones.

5.5.2. Viga sometida a flexion.

En esta seccion se considera una viga bidimensional sometida a una carga
distribuida parabdlicamente en un extremo y fijada en el otro, tal y como muestra
la figura 5.5. Se considera una discretizaciéon compuesta por 85 nodos, mostrada en
la figura 5.6.

Las caracteristicas del material son: Médulo de Young 1.0 y el coeficiente de
Poisson variando desde 0.4 hasta 0.4999999. Para comprobar el resultado de las for-
mulaciones propuestas, se han comparado los desplazamientos obtenidos numérica-
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Figura 5.5: Geometria de la viga fija sometida a flexién.

0.6 4
0.4r B
0.2r B

-0.2 B
-04r B
-0.6 B

Figura 5.6: Nube de puntos para la simulacién de una viga sometida a flexién.
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mente mediante la expresién tedrica de la flecha, que puede consultarse, por ejemplo,

Py(L —
S '\ ) (5.5.1)
I
o, =0 (5.5.2)
pP/D*
Oay = §<T _y ) (5.5.3)
y los desplazamientos por,
Py , D?
ur(2.y) =~ [(6L —32)z+ (2+ V) <y . Tﬂ (5.5.4)
wy (2, y) = [31/y2(L )+ ()2 - x):cQ] (5.5.5)
A 6E'1, 4 o

donde I, representa el momento de inercia de la viga, dado por I, = D?/12. Para el
caso de deformacién plana, los parametros del material estan definidos por

[ ﬁ (5.5.6)

V= (5.5.7)

En este ejemplo, se ha considerado L = 4,0 y D = 1,0. Nétese que estas
dimensiones no se corresponden con lo que habitualmente se denomina barra de
Euler-Bernoulli-Navier y que no seria aplicable la teoria de flexion de barras largas.

En la tabla 5.5.2 se presentan los desplazamientos normalizados del nodo del
extremo libre (u, (L, 0)). Estos resultados incluyen los del Método de Elementos Fini-
tos, obtenidos usando la misma triangulacién de Delaunay que para la construcciéon
de la aproximacion. Como era esperado, el método de Elementos Naturales basado
en desplazamientos muestra un bloqueo en los resultados a medida que el coeficiente
de Poisson tiende a 0.5. Sin embargo, todas las deméas aproximaciones construidas
estan en concordancia con los resultados analiticos. En particular, hay que destacar
el buen comportamiento de la aproximacién de Sibson-Thiessen, previamente uti-

______________
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| Coeficiente de Poisson | 0.4 [0.4999 | 0.4999999
MFEF-Desplazamientos 93.74 | 18.73 17.75
MEF-3/3 96.38 | 94.45 94.45
MEF-3/1 100.61 | 101.52 101.52
MEN-Desplazamientos 94.36 | 19.09 19.58
MEN-Sibson-Sibson 96.78 | 94.93 94.94
MEN-Sibson-Thiessen 99.28 | 99.07 99.07
MEN Sibson x {1, 2% y?}-Thiessen | 100.38 | 100.33 99.34
MEN Sibson x {1,z,y,xy}-Sibson | 99.32 | 100.52 100.52
MEN Sibson x {1,z,y,zy}-Thiessen | 99.4 | 100.7 100.7

Tabla 5.1: Resultados para la viga sometida a flexién, expresado como % del resul-
tado tedrico en el extremo de la viga.

es posible imponer ciertas condiciones de contorno que dan lugar a modos espurios
no se han observado modos espurios de presiéon a lo largo de estos calculos.

Los resultados se muestran mas uniformes para la aproximacion enriquecida
mediante interpolantes de Sibson. Ninguno de los enriquecimientos implementados
ha tenido modos espurios de presion para este problema y la precision que mues-
tran es extraordinaria. Sin embargo, el uso de aproximaciones enriquecidas no es
intuitivo, debido a que los parametros nodales del sistema discreto de ecuaciones no
representan los desplazamientos nodales.

5.5.3. Problema de placa con agujero

A continuacién se presentan las formulaciones enriquecidas aplicadas al cono-
cido problema de una placa infinita con un agujero, sometida a tensiéon uniaxial
constante aplicada en el infinito.

La solucion tedrica de este problema de la placa con agujero es,

3
uy(r,0) = % [2(/{ + 1) cosf + 2%((1 + k) cos @ + cos 30) — 2% Ccos 30} (5.5.8)
a

8pu

3

[i(/@ — 3)sinf + 22 ((1 — k) sin 6 + sin 36) — 2= sin 39} (5.5.9)
a T T

ug(r, 0)

ademés de otros textos clasicos.
Los pardametros del material son: Médulo de Young £ = 1,0 y el coeficiente de
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Figura 5.7: Geometria del problema de una placa infinita con agujero sometida a
traccion uniaxial.
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Figura 5.8: Nubes de puntos empleadas en el problema de la placa con agujero.

Poisson v varia desde 0,4 hasta 0,4999999. pn representa el modulo de cortante y x
es la constante de Kolosov

k=3—4v (5.5.10)
3—v

= 5.5.11

"I ( )

para deformacién y tension plana, respectivamente.

Aplicando condiciones de simetria, solo se modela un cuarto de la placa, y se
aplican las tensiones exactas en el contorno del modelo (tedricamente infinito). La
geometria del modelo puede observarse en la figura 5.7.

El problema se ha discretizado empleando nubes de 84, 434 y 963 nodos (véase
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Figura 5.9: Resultados de convergencia para el problema de la placa con agujero. A
la derecha, resultados con v = 0,3. a la izquierda, v = 0,4999.

la figura 528). En la figura 5.9 se muestra la convergencia de la norma Ly del error
con respecto a la solucion teorica.

El problema se ha resuelto con una aproximacién estandar de Sibson-Thiessen
(sin enriquecimiento), que muestra claramente un bloqueo cuando v = 0,4999. Hay
que hacer mencion del buen comportamiento que muestra el enriquecimiento me-
diante {1, zy}, que muestra una buena convergencia en el caso casi-incompresible.
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5.6 Conclusiones previas acerca del comporta-

miento del MEN en la simulacion de medios in-
compresibles

En este capitulo se ha analizado el comportamiento de los interpolantes por ve-
cinos naturales en su aplicacién al desarrollo de aproximaciones mixtas para medios
cercanos a la incompresibilidad. La aproximacién mixta (usando interpolacién de
Sibson para los desplazamientos y Thiessen para las presiones), determina una for-
mulacion que no verifica la condicion inf-sup bajo ciertas condiciones de contorno.
De hecho, la aproximacion se comporta de forma similar al Elemento Finito 4/1,

Para evitar este bloqueo se han considerado diversas aproximaciones enriqueci-
das en el campo de desplazamientos. El enriquecimiento se ha logrado haciendo uso
muestra que un enriquecimiento que asegure la reproduccion completa del polinomio
bilineal en los desplazamientos parece verificar el test numérico de la condicion inf-
sup. Sin embargo, esta clase de enriquecimientos tiene deficiencias de rango en la
matriz de rigidez resultante, y debe ser tratada con técnicas especiales de calculo.
En este caso, se ha usado una técnica de perturbacién propuesta inicialmente por

Entre los diferentes enriquecimientos, el conjunto {1, zy} proporciona una for-
mulacion estable y no presenta dependencias lineales en el sistema de ecuaciones

presiones discontinuas), muy utilizado en la literatura.
En el capitulo siguiente se explora la posibilidad de aplicacion del MEN a la
Dinamica de Fluidos.



CAPITULO

6

UNA APROXIMACION
LAGRANGIANA ACTUALIZADA A
LA DINAMICA DE FLUIDOS

En este ultimo capitulo de la tesis se estudia el método de los Elementos Natu-
rales en su aplicacion al estudio de fluidos newtonianos incompresibles gobernados
por las ecuaciones de Navier-Stokes (o de Dindmica de Fluidos). En este estudio se
utiliza una aproximacién Lagrangiana del movimiento del fluido, al contrario que
lo que generalmente se hace en la literatura donde se suele utilizar una filosofia
Euleriana. A su vez, se hace uso del método de las caracteristicas, que tal y como
se comprueba mas adelante, es una técnica muy apropiada para los métodos de
Galerkin aplicados a la Dindmica de Fluidos, porque elimina el término convectivo de
la ecuacion de gobierno. Este tipo de aproximacion es posible al utilizar una técnica
Lagrangiana, de forma que los nudos del modelo se mueven, precisamente, sobre la
trayectoria (o, lo que es lo mismo, sobre las lineas caracteristicas del problema en
cuestién). En el final del capitulo se presentan algunos ejemplos del comportamiento
de esta técnica y su precision al comparar los resultados obtenidos con soluciones
analiticas o experimentales existentes en la literatura.

6.1 Descripcion de la cinematica de un fluido

Se introducen a continuacién los conceptos necesarios para una descripcion
matematica de los problemas de fluidos. Una consideracion a tener en cuenta a la
hora de simular problemas de fluidos mediante un método numérico es la eleccion

165
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de una descripciéon cinematica apropiada del fluido. Los algoritmos de Mecanica
de Medios Continuos utilizan generalmente tres tipos distintos de descripcién del
movimiento: la descripcién Lagrangiana, Euleriana y la descripcién ALE.

Definicién 6.1.1 (Descripcién Lagrangiana). Cada nodo de la nube de puntos
que forma el dominio sigue a la particula de material a la cual esta asociado durante
el movimiento, es decir, la nube de nodos computacional se mueve con el fluido. Este
tipo de algoritmo es el que se ha utilizado en esta tesis para simular problemas de flui-
dos. Sin embargo, las aplicaciones clasicas de la descripcion Lagrangiana suelen tener
tradicionalmente problemas en su aplicacion a casos de grandes deformaciones como
la simulacién de test de choques de vehiculos. A menudo las soluciones numéricas
estan caracterizadas por poseer grandes desplazamientos y grandes deformaciones y
se emplean relaciones dependientes de la historia del material para describir compor-
tamientos de materiales elastoplasticos y viscoplasticos. La descripcion Lagrangiana
permite realizar un seguimiento muy exacto de superficies libres e interfaces entre
distintos materiales.

Definicién 6.1.2 (Descripcién Euleriana). Es el més usado en la Mecénica de
Fluidos. El dominio computacional es fijo y el fluido se mueve con respecto a éste.
La formulacién Euleriana tiene como un gran inconveniente la dificultad de seguir
superficies libres e interfases entre dos materiales distintos o diferentes medios (por
ejemplo, interfases fluido-fluido, o bien, fluido-sélido).

Definicién 6.1.3 (Descripcién Arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana).
Es particularmente ttil en problemas de fluidos envueltos en grandes distorsiones
con la presencia de contornos moviles y deformables. Los tipicos ejemplos donde se
utiliza esta técnica son los problemas que describen la interaccion entre un fluido
y una estructura flexible y la simulacion de procesos de conformado de metales.
La clave de la formulaciéon ALFE es la introduccién de un dominio computacional
(malla o nube de puntos) el cual se mueve con una velocidad independiente de la
velocidad de las particulas del material, combinando asi, a priori, las ventajas que
proporcionan las dos técnicas anteriores.

Usualmente en Mecanica de Medios Continuos se utilizan dos dominios: El
dominio material Rx C R", siendo n la dimensién espacial, compuesto por las
particulas materiales X, y el dominio espacial R,, compuesto por puntos espaciales
x.
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El punto de vista Lagrangiano consiste, tal y como se ha comentado anterior-
mente, en el seguimiento de las particulas materiales del continuo en su movimiento
a lo largo del tiempo. Para lograr este fin, se introduce una malla computacional
(métodos con malla) o una nube de puntos (métodos sin malla) la cual sigue al con-
tinuo (el dominio) en su movimiento, estando los nodos permanentemente conectados
a las mismas particulas materiales. Las coordenadas materiales X corresponden a
la configuracion de referencia Rx.

En una formulacién Lagrangiana total, Rx se considera fijo y usualmente se
corresponde con la configuracion del continuo en el instante inicial. En una for-
mulaciéon Lagrangiana actualizada, la configuracion de referencia cambia durante
el calculo y se corresponde generalmente con la configuracion relativa al paso de
tiempo anterior.

Definicién 6.1.4. El movimiento de los puntos materiales relaciona las coorde-
nadas materiales X con las coordenadas espaciales x. El movimiento esta definido
mediante una aplicacion ¢ tal que

2 RX X [t07 tﬁnal) — R:z: X [t07 tﬁnal)

(X, 1) — (X, 1) = (x,1), (6.1.1)

el cual permite relacionar X y « en el tiempo, mediante la ley de movimiento,
xz=x(X, 1),

la cual, a su vez, determina explicitamente la naturaleza de ¢: en primer lugar, las
coordenadas espaciales « dependen tanto de las coordenadas materiales X como del
tiempo t, y en segundo lugar, el tiempo fisico se mide a partir de la misma variable ¢
en ambos dominios, tanto en el material como en el espacial. Para cualquier instante
fijado ¢, la aplicacién ¢ define una configuraciéon del dominio espacial.

Para representar el gradiente de ¢ es conveniente emplear una representacién

dp g—; v
ox,t) \of 1)’

donde 07 es un vector nulo y la velocidad material v viene dada por

_8:1:

X 1) = —
v(Xt) = o+

(6.1.2)
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siendo el significado de | el mantener fijado X.
X

Nota 6.1.1. Obviamente, la aplicacién ¢ debe verificar que det(2Z) > 0 (distinto de
cero para imponer una correspondencia uno a uno y positivo para evitar cambios de
orientacién en los ejes de referencia) en cada punto X en un instante ¢t > ty. Esto
permite seguir la historia del movimiento, e identificar en cualquier instante, me-
diante la transformacién inversa (X, t) = ¢~ !(x, t), la posicién inicial de la particula
material que ocupa la posicién x en el tiempo t.

Nota 6.1.2. Si los puntos materiales coinciden con los nodos computacionales du-
rante el movimiento, no existen efectos convectivos en los calculos Lagrangianos: la
derivada material se reduce a una simple derivada en el tiempo.

6.1.1. Derivadas material y espacial en el tiempo

Para describir las derivadas en el tiempo en el dominio material y espacial,
determinemos dos cantidades escalares f(x,t) y f*(X,t) en los dominios espacial
y material, respectivamente. Los asteriscos se emplean para resaltar que ambas can-

en movimiento, f(x,t)y f*(X,t) estan relacionados mediante,

(X, t) = f(p(X,t),t) obien f™ = foep.
El gradiente de esta expresién puede calcularse facilmente como

of 9 D
ax 0% = s @ ax

(X, 1),
quedando en forma matricial,
ox ot ) \ox ot)\o" 1)’
de donde se obtiene tras la multiplicacion matricial de la expresién anterior,

@J:) B (%) (aa_;)’ (6.1.3)

ort _of L 9f (6.1.4)

ot ot om"

La ecuacion (6.1.4) relaciona las derivadas temporales materiales y espaciales.
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Quitando los asteriscos para una notacion mas legible,

of | _ o1

.0
%%~ Bt +wv-Vf, obien —

f’ _df
z otlx dt

+v-Vf, (6.1.5)

T

la cual puede ser interpretada de la forma usual: la variacién de una cantidad fisica
para una particula dada X es la variacion local mas un término convectivo, teniendo
en cuenta el movimiento relativo entre el sistema material y espacial.

Definicién 6.1.5. Se denotara la derivada material temporal como
d 8~)

dt = otlx’

y la derivada espacial temporal como

0- 0-

ot ot

x

6.2 FEcuaciones de gobierno de la Dinamica de
Fluidos

Esta seccién se ocupa del comportamiento de los fluidos viscosos e incompre-
sibles gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones que rigen el
comportamiento de los fluidos compresibles e incompresibles son las ecuaciones de
conservacién bdasicas, cuya forma diferencial se presentan brevemente en esta sec-
cién: ecuacion de conservacion de masa y la ecuacion de conservacion de la cantidad
de movimiento. A la hora de modelar el comportamiento de un fluido viscoso e in-
compresible existen dos fuentes de dificultad numérica en el uso de un método de
Galerkin estandar. La primera estd relacionada con la incompresibilidad del fluido y
se manifiesta cuando se emplea una inadecuada combinacién de funciones de inter-
polaciéon para la velocidad y la presién. Como consecuencia de esto, pueden aparecer
inestabilidades en el campo de las presiones. La segunda fuente de dificultad numéri-
ca es debida a la presencia de términos convectivos no lineales en las ecuaciones de
Navier-Stokes. De la primera de estas dificultades se ocup6 el capitulo precedente,
mientras que en este, mediante un tratamiento Lagrangiano de las ecuaciones, se
intentara evitar los términos convectivos correspondientes.
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6.2.1. FEcuaciones de conservacion basicas
Ecuacidon de conservacién de la masa.

La ley de conservacion de la masa de un volumen material que varia V; ocupado
por un fluido viene dado por

dM  d
— = dV =0 6.2.1

donde p representa la densidad del fluido.

Teorema 6.2.1 (Teorema de transporte de Reynolds). Para funciones f(x,t)
lo suficientemente suaves, se cumple que

d of (x,t

— (z,t)dV = / Ldv + / f(z,t)v - ndS, (6.2.2)
dt Jy, =y Ot =51

donde Vi es el volumen material acotado por una superficie cerrada Sy, V. es el
volumen fijado en el espacio que coincide con el volumen de V; en el instante con-
siderado t, andlogamente ocurre lo mismo con la definicion de la superficie S., a su

vez, v = v(x,t) es la velocidad material de x € S;.

Teniendo en cuenta el teorema anterior y la expresion (6.2.1}), se obtiene que

dM dp op
R R ndS = [ (52 4V (pv))av. 6.2.3
i = o [emas= [ (5 +9-(w) (6:23)
Esta relacion es valida para cualquier eleccion que se tenga del volumen V;, el inte-
grando debe ser idénticamente cero. Por lo tanto,
dp

E +V- (,O’U) =0, (6.2.4)

en todos los puntos del fluido.

Definicién 6.2.1. La ecuacién (6.2.4) anterior, se denomina ecuacién de continuidad.
Se puede obtener otra expresion de la misma, desarrollando el término de la
divergencia y notando que dos de los términos que quedan forman juntos la definicion
de derivada material de la densidad, asi
dp

— v =0. 2.
dt+pV v=10 (6.2.5)



Capitulo 6. Una aprox. Lagrangiana actualizada a la Dinamica de Fluidos 171

Ecuacion de conservacién de la cantidad de movimiento.

Este principio relaciona la variaciéon de la cantidad de movimiento de una
determinada porcién del fluido con la suma de todas las fuerzas que actiian sobre
dicha porcién. Para la porcién de fluido de volumen V; encerrada por la superficie
material Sy, la cantidad de movimiento es

/ pvdV
Vi

y aplicando el Teorema de transporte de Reynolds anterior (6.2.2), se tiene que

0
pvdV = / pvdV+/ (pv ® v) - ndS =
Vi St

dt ),
dpv
= ( LV (oo v))dv, (6.2.6)
donde la notacién v ® v denota el tensor [v;v;], coni,j =1,...,n.
Haciendo uso de la ecuacién (6.2.4) y la expresién (6.1.5) para la derivada
material en el tiempo, la ecuacién (6.2.6) anterior, se puede transformar en
d dv
dVv = —dV, 6.2.7
g |t = [ o5 (6.2.7)

la cual es simplemente la suma del producto de masa y aceleracion para todos los
elementos dV del volumen material V.

En general, una porcion de fluido estd sometida a fuerzas de volumen y de
superficie.

Definicién 6.2.2. Se denota por b a la fuerza volumétrica por unidad de masa del
fluido, asi que la fuerza volumétrica total que actiia sobre una porcién de fluido es

/ pbdV.
Vi

Por otro lado, la i-ésima componente de la fuerza de superficie ejercida a lo largo de
la superficie del area de dS y de normal n viene dada por

aijnde,

asi que la fuerza total ejercida sobre la porcion de fluido considerada se puede ex-
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presar en términos del tensor de tensiones de Cauchy mediante

(/%mwz/a%w:omn‘/aww:/fwwv (6.2.8)
St Vt ax] St ‘/t

El equilibrio de fuerzas para el volumen material de un fluido, se expresa

entonces como

d
/pﬁwz/mw+ V. odV. (6.2.9)
v, dt Vi Vi

Dicha relacién integral es vélida para todas las elecciones de volumen material V.

Asi
dv

Pat
para todos los puntos del fluido.

—pb+ V-0, (6.2.10)

Haciendo uso de (6.1.5) se tiene también

dv

d
por +p Vo =pb+V 0, o bien L2 — pb+V - (0 —pr®@v). (6.2.11)

dt

6.2.2. Tensor de tensiones en un fluido Newtoniano

Proposicién 6.2.2. Dado un fluido general en reposo solo estdan presentes las ten-
siones normales y el tensor de tensiones tiene la forma isotropa

Oij = —p%’a

donde p es la presion del fluido estdtico y 6;; la Delta de Kronecker.

Proposicién 6.2.3. La situacion de un fluido en movimiento es diferente. En ese
caso, generalmente, las tensiones tangenciales no son nulas, y la componente normal
de la tension actuando a lo largo de la superficie depende de la direccion de la normal
de ésta.

La cantidad —%O’ii (suma en i), la cual es invariante bajo rotaciones de los ejes
de referencia y reduce la presion estatica del fluido cuando el fluido esta en reposo,
se usa para definir la presiéon en un punto de un fluido en movimiento:

Es conveniente entonces descomponer el tensor de tensiones de Cauchy o;; en
suma de una parte isétropa —pd;; y el resto en una parte no isétropa s;;, el tensor
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de tensiones desviadoras se define como:
Uij = —p(sl-j + Sij

Proposiciéon 6.2.4. Para un fluido Newtoniano, se supone que el tensor de ten-
siones y el tensor de deformaciones estan linealmente relacionados. Esta relacion
tension-deformacion viene dada por

ov; 8fuj> vy, (6.2.12)

A=—10

0y = —pdij + si = —pdij + M( By,

donde p es la viscosidad dindmica del fluido y A el denominado sequndo coeficiente
de viscosidad. Para fluidos incompresibles se tiene que V-v = 0 y consecuentemente

a’UZ‘ + an
&cj 895@

0ij = —pdij + M( ) = —Poij + 20 ) (6.2.13)

y, escrita en una forma un poco mds compacta,

o =—pl+2uViv. (6.2.14)

6.2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen un importante nimero de fenémenos
en la mecanica de fluidos. En un fluido Newtoniano existen efectos dinamicos de-
bidos a la presencia de fuerzas exteriores aplicadas y fuerzas internas del fluido. Las
fuerzas internas son debidas a la presion del fluido y la viscosidad de éste.

Proposicién 6.2.5. Si se considera un fluido determinado por una region {2 € R",
donde n = 2 ¢ 3. El dominio Q ocupado por dicho fluido se supondrd acotado (de
tamano finito). El contorno I' = 09 del fluido se supone Lipschitziano y continuo,
es decir, estd cerrado y es una superficie lo suficientemente reqular. Con ello, el flujo
dependiente del tiempo de un fluido incompresible y viscoso estd gobernado por la
siguiente ecuacion de la cantidad de movimiento y de la ecuacion de conservacion
de la masa, denominadas ecuaciones de Navier-Stokes:

pvi+ (v-V)v) =V -0+ pb en Q x (0,7, (6.2.15)
0

)
V.-v= en Q2 x (0,7) (6.2.16)
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donde p es la densidad del fluido y b son las fuerzas volumétricas por unidad de
masa del fluido.

vi+ (v-V)v—20V .- Vv + Vp = b, (6.2.17)

donde v = £ es la viscosidad cinemética del fluido y p la presion cinemética, definida
como la presiéon dividida por la densidad del fluido. Usualmente la ecuacién anterior
se suele reescribir como

v+ (v-V)v—vViv—vV(V-v)+Vp=b. (6.2.18)

que es la divergencia de tensiones en velocidades y presiones.

La condicién de incompresibilidad anterior (6.2.1G), es una consecuencia di-
recta de que en un medio incompresible la variacién de la densidad de la masa a lo
largo del movimiento es nula.

vi+ (v-V)v—vViu+ Vp=b, en Q x (0,7T), (6.2.19)

El problema de Navier-Stokes se debe completar con unas condiciones de con-
torno e iniciales adecuadas para componer un problema de valor inicial en el con-
torno. Las condiciones de contorno tipicas consisten en valores prescritos de la ve-
locidad vp sobre una porcién del contorno I'p (condiciones Dirichlet):

v(x,t) =vp(x,t), xclp, te(0,7), (6.2.20)
y condiciones Neuman en otra parte del contorno I'y:
n-o(x,t) =t(x,t), x €'y, te (0,7). (6.2.21)

donde el vector n denota la normal exterior al contorno.
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6.3 Método de las caracteristicas

En esta seccién se presentan las propiedades bésicas de las ecuaciones de con-
veccion con un énfasis especial en el papel que juegan las caracteristicas en su solu-
cion. La idea es utilizar el método de los elementos naturales para producir soluciones
de los problemas de dinamica de fluidos a través de un uso directo del método de

las caracteristicas. En toda la seccién se sigue fielmente el desarrollo de DONEA Yi

1
[ g e

6.3.1. El concepto de linea caracteristica

Para las ecuaciones de primer orden, tales como las ecuaciones de conveccién
anteriores, el prototipo de ecuacién diferencial lineal (EDP) es de la forma

Uy + Uy = 8, (6.3.1)

donde a y s pueden depender de = y de t. Se puede interpretar estos tipos de
ecuaciones como: para una solucién dada wu(z,t) y dado un punto en el espacio en
un tiempo determinado (z,t), la derivada total de u con respecto al tiempo en la
direccion definida por la pendiente

dr _
dt

a

es igual a s. De esta forma se ha introducido el concepto de propagacién de la
informacién wu, con una velocidad a, como una funcién del punto considerado (z, t).

Definicién 6.3.1. Cuando las EDPs envuelven el concepto fisico de propagacion
se denominan hiperbdlicas y la direccién definida por ‘fl—f = a se denomina direccion
caracteristica. Se tiene como resultado inmediato que cualquier EDP de primer orden
es hiperbdlica. Si la EDP es lineal, las curvas caracteristicas estén fijadas en el plano
(z,t), independientemente de la soluciéon wu(x,t). Mas atn, si la EDP lineal tiene
ademas coeficientes constantes, las caracteristicas son lineas rectas.

Para ilustrar de una forma més facil el concepto de transporte tipico de una
EDP de primer orden, considérese una ecuacién homogénea de la forma (6.3.1}), con
a constante. Aplicando un cambio de variables,

¢ =ux — at, y n =x -+ at,
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se tiene la siguiente transformacion

Ut _ % % Ug _ —a a Ug
Asi la EDP w; + au, = 0 queda

2au, = 0,

cuya solucién general es
u=f(§) = f(z—at),
donde f es una funcién arbitraria.

Proposicién 6.3.1. La solucion u(z,t) en el punto x en el tiempo t es igual a la
solucion en el tiempo t — At en el punto x — aAt :

u(z,t) = u(z — alt, t — At). (6.3.2)

En otras palabras, la solucion es un transporte en el tiempo del perfil espacial
de u. Por esta razon, la ecuacidn (6.5.1) se conoce con el nombre de ecuacion de
transporte.

6.3.2. Propiedades de la ecuacién de conveccién lineal

Para proporcionar una base para la discusién de los algoritmos basados en
el método de los elementos naturales aplicando el método de las caracteristicas, es
necesario tratar unas propiedades matematicas bésicas de la ecuacién de conveccion
transitoria.

Considérese en primer lugar el caso de una cantidad escalar u transportada por
un campo de velocidades de conveccién dado a(x,t) con la presencia de un término
fuente conocido s(z,t). El problema de valores en el contorno para la cantidad u se
supone lineal y se define como

ur+ (a-V)u =s, en Q x (0,7), (6.3.3)

con un campo de convecciéon a(x,t) variable en el espacio y el tiempo.

Como se ha visto anteriormente, la solucién analitica de este problema de
valor inicial en el contorno en un punto dado en el espacio y en el tiempo, se puede
determinar con la ayuda del concepto de lineas caracteristicas asociadas con el campo
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de velocidades a(x,t). La idea es reemplazar el operador % +a-V en el miembro de
la izquierda de la ecuacién (6.3.3) anterior, el cual representa la derivada material
en una descripcion Euleriana, por una derivada en el tiempo usando el punto de
vista Lagrangiano.

De acuerdo con ello, para un punto dado en el espacio y en el tiempo (x, 7)
donde x € Q y 7 € (0,7), se determina la linea caracteristica X = X(x,7;t)
pasando a través del punto considerado resolviendo la ecuacién (vectorial) diferencial

dX
W(maTat) = G(X(w,T;t)), te (OvT)a (634)
sujeta a la condicion

X(xz,7;7) = . (6.3.5)

Desde un punto de vista Lagrangiano, X (x, 7;t) se puede interpretar, teniendo
en cuenta la posicion en el tiempo t de la particula de un fluido transportada por
el campo de velocidad de conveccion a, la cual ocupa la posicion espacial x en el
tiempo 7. En otras palabras, (6.3.4) define la trayectoria de la particula.

Definicién 6.3.2. A lo largo de esta trayectoria, la derivada material (o total) es

la cual es el miembro izquierdo de la ecuacién de conveccién (6.3.3), reducida a
una derivada en el tiempo. De hecho, por definicién, la derivada material es la
variacion en el tiempo detectada por un observador que se mueve con las particulas
del material.

6.3.3. Meétodos de Lagrange-(zalerkin basados en las carac-
teristicas

En este apartado se presenta brevemente el método de los elementos naturales
aprovechando el método de las caracteristicas para resolver la ecuacién de convec-
cién, (6.3.3). Los métodos de Lagrange-Galerkin aprovechan la propiedad de solucién
constante a lo largo de la trayectoria de la particula de un fluido para aproximar
la derivada total del miembro izquierdo de la ecuacién (6.3.3). La trayectoria de
la particula coincide con la curva caracteristica asociada y estd definida por las
ecuaciones (6.3.4) y (6.3.5). Los métodos Lagrange-Galerkin estédn especificamente
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adaptados al uso de una discretizacién del dominio basada sobre una proyeccién
Galerkin.

Formulacién variacional caracteristica

Debido a que la solucion de los problemas de conveccién permanece constante
a lo largo de la ruta de la particula del fluido, se puede aprovechar en una formu-
lacién variacional. Esta formulacion débil se desarrolla en la siguiente seccién que se
presenta a continuacion.

6.4 Formulacion débil. Uso de una técnica de Ele-
mentos Naturales y Caracteristicas.

Proposicién 6.4.1. Considérese un fluido Newtoniano (por tanto, de viscosidad
constante), incompresible y sometido a efectos dindmicos. Las ecuaciones que rigen
el modelo de flujo resultan:

dv ov

. b=p— =p(— : 4.1
Vot pb=p=plo +vV-v), (6.4.1)
V-v=0, (6.4.2)

o= —pl+2nViv = —pl + s. (6.4.3)

Si se introduce la expresién del tensor de tensiones (6.4.3) en la ecuacién de
conservacién de la cantidad de movimiento (6.4.1}) se obtienen las ecuaciones de
Navier-Stokes, que se pueden expresar como

d
V.o —Vp+pb= pd—"t’, (6.4.4)

la cual se debe resolver junto con la ecuacién de conservacion de la masa, la condicion

de incompresibilidad (6.4.2).

Proposicién 6.4.2. La formulacion variacional asociada a las ecuaciones (0-4.4)

y (04.2) es la siguiente:

d
/2nD:D* dQ—/pI:D* dQ = —/,Ob'v* dQ+/,o—'”v* dQ,  (6.4.5)
Q Q Q o dt

/ V- vp*tdQ = 0. (6.4.6)
Q
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donde se tiene que las variables v* y p* son las velocidades y presiones de pon-
deracion, respectivamente. El tensor D = V*v representa el tensor velocidad de
deformacion y b es el vector de fuerzas volumétricas.

El segundo término del miembro de la derecha de la ecuacién anterior (6.4.3), es
el término que recoge los efectos dinamicos, es decir, la inercia. La discretizacion de
este término es una discretizacion de la derivada material a lo largo de las trayectorias
—método de las caracteristicas— suponiendo que lo que se busca es calcular la
solucién en el instante " = nAt, supuesta conocida la cinematica en el instante
anterior t"! = (n — 1)At

dv v"(x) — v H(X)
—v" dQ) = *dQ 4.
/Q'Odtvd /Q,o A7 v* dSQ, (6.4.7)

donde X representa la posicién que en el instante t"~! ocupaba la particula que
actualmente ocupa la posicion x, es decir:

=X +v" HX)At. (6.4.8)

Se tiene de este modo que

/QnD:D*dQ—/pI:D*dQ—/vv dQ =

n—1, %
_ —/Qpb'v* dQ—/Qp”OA: dq, (6.4.9)

/ V- optdQ=0. (6.4.10)
Q

6.5 Aspectos algoritmicos

El término de maés dificil evaluacién en la ecuacion (6:4.9) es, sin duda, el
segundo del miembro derecho de la igualdad. Si se emplean cuadraturas basadas en
el uso de puntos de Gauss para la integracion numérica, serda necesario determinar
la posicién en el instante "' del punto que en el instante " ocupa la posicién del
punto de integracién, es decir:

n—1, % —1/= *
Uy U v (Er)v* (&)
p d§) = g p Wk, 6.5.1
/Q k At : ( )
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donde wy, son los pesos asociados a los puntos de cuadratura &, y Ej corresponde
a la posicién que ocupaban en el tiempo "1 los puntos de cuadratura &,.
Un aspecto fundamental en la implementacion de este algoritmo consiste en

la evaluacién del término v 1(Z

E), es decir, el cdlculo de la velocidad que en el
instante (n — 1)At habia en el punto que en el instante nAt es un punto de Gauss.

Por el contrario, si se utiliza alguna técnica de integracién nodal como la
explicada en el capitulo 4, este término se corresponde con la velocidad nodal en el
instante n — 1, que puede ser almacenada facilmente de un instante de tiempo a otro
con minimo coste computacional.

Pero si se utiliza un método de integracion sobre los triangulos de Delaunay, la
posicion que ocupaba en el instante n—1 el punto que en el instante n es un punto de
integracion debe ser determinada iterativamente. Una posibilidad para la realizacion
de este calculo es la siguiente: procediendo iterativamente hasta que X ~ X ifl,

x, = X, +v" HX| )AL, con z), = X}.

Este procedimiento ha proporcionado tasas de convergencia razonables, al-
canzandose el nivel de error deseado (usualmente O(1078)) en 2 6 3 iteraciones.

Otro problema relacionado con éste radica en el almacenamiento de la conec-
tividad nodal en el instante n—1. Como es claro, no resulta practico —la mayoria de
los codigos de Elementos Finitos no estan preparados para ello— ni computacional-
mente rentable, almacenar la conectividad y la configuraciéon nodales en el instante
de tiempo n — 1. Para evitar esto, se ha supuesto que

(i) La conectividad nodal no cambia entre instantes de tiempo sucesivos. Aunque,
como es bien sabido, esta suposicién dista de ser cierta, los vecinos naturales
de un punto no variardan apreciablemente —aunque lo haga la triangulacién
de Delaunay— si el At es lo suficientemente pequeno.

(ii) Si cambia la configuracion nodal. Para obtener la configuracion nodal en el

instante n — 1 basta con almacenar en cada nodo el valor de la velocidad v™ .
La mayorfa de los cddigos de Elementos Finitos comerciales (y, por descon-
tado, el cédigo Mydas) permiten realizar este almacenamiento. El valor de la

configuracion en el instante n — 1 se obtiene entonces como:

anl — Xn _ ,vn—l(anl)At

Este simple algoritmo ha mostrado excelentes resultados, a la vez que permite
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un importante ahorro computacional.

6.6 Resultados numéricos

Para poder validar la técnica presentada a lo largo de este capitulo, se muestran
a continuacion tres ejemplos de simulacion. En el primero de ellos, el conocido como
“problema de la presa rota”, se comparan los resultados obtenidos numéricamente

ejemplo, sobre la formaciéon de una ola en un fluido, se analiza junto a la soluciéon
analitica del problema. Por tltimo, el tercer ejemplo recoge el andlisis del avance
de una burbuja en el seno de un fluido para ilustrar la potencial aplicacion de este
método a problemas con dos fases.

6.6.1. Problema de la presa rota

Este es un ejemplo clésico en la dindmica de fluidos tratada con métodos

rectangular de agua, en equilibrio hidroestatico, confinada entre paredes verticales
y una puerta, tal y como se muestra en la figura 6.1.

La columna de agua tiene 0.05715 m. de altura y 0.05715 de anchura. En el
instante inicial ¢ = 0, se hace desaparecer instantdneamente la puerta y se permite
que el agua fluya bajo los efectos de la aceleracion de la gravedad. Se consideran
condiciones de deslizamiento libre en las paredes del contorno. Se considera una ace-
leracién gravitacional de 9.81 m/s? actuando verticalmente y en el sentido negativo
del eje. La densidad del agua considerada es de 10® kg/m3, y una viscosidad de 0.1
Kg-m~'s7! El modelo matematico estd compuesto por 3364 nodos.

La figura 6.2 muestra una comparacién de los resultados numéricos obtenidos

variables que se muestran en la figura 6.2 son adimensionales, teniendo en cuenta
la anchura de la columna en el instante inicial a, el eje de abcisas es un tiempo
adimensional que viene definido por la expresién tm, donde g es la aceleracion
de la gravedad, y el eje de ordenadas viene definido por la expresién z/a donde z es
la posicién del frente del fluido. Los resultados experimentales presentados son una

En la figura 6.3 se muestra el comportamiento del fluido en uno de los experimentos
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Comparacion de resultados computacionales y experimentales para el frente del fuido.
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Figura 6.2: Resultados del problema de rotura de presa.



Capitulo 6. Una aprox. Lagrangiana actualizada a la Dinamica de Fluidos 183

la distribuciéon de los nodos que se obtienen de la simulacion por elementos naturales
comentada anteriormente.

En las graficas 6.5 y 6.6 se puede observar el error de conservacién del volumen
que se comete en la simulacién. En la primera de ellas se muestra el error absoluto
que se comete frente al valor tedrico, mientras que en la segunda se muestra el error
relativo. Se puede observar que es menor del 3% en todo instante de tiempo.

En la figura 6.7 se muestra el campo de velocidades. Hay que tener en cuenta
que cada vector representa la velocidad y direcciéon que toma cada uno de los nodos
y que el médulo de dichos vectores es dependiente al valor de todos los demas vec-
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Figura 6.4: Simulacién del colapso bidimensional de una columna de agua.
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Figura 6.6: Error relativo del volumen total del fluido.
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Figura 6.7: Campo de velocidades de la simulacién del colapso bidimensional de una
columna de agua.

tores de los nodos.

Por tltimo, en la figura 6.9 se muestra la triangulacién de Delaunay que se
obtiene con una forma « =5.0. Obsérvese la dificultad que se tendria al realizar esta
simulaciéon mediante el método de los Elementos Finitos debido a la forma y tamano
de algunos de los elementos que aparecen.

6.6.2. Analisis de la propagacion de una onda solitaria

En el diseno de estructuras cercanas a la costa como pudieran ser rompeolas,
espigones, etc, tiene una gran importancia el andlisis de la propagacién de una onda
solitaria. Ya en 1834, John Scott Russell estudi6 el fenémeno de una onda solitaria
viajando en un canal rectangular son una profundidad uniforme, definiendo también
la onda solitaria como una elevacién sobre un nivel de agua inferior y en un estado
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Figura 6.8: Formas « en la simulacién del colapso bidimensional de una columna de
agua.

estable (es decir, no se encuentra seguida ni precedida por alguna otra elevacién o
depresién de la superficie) produciendo un transporte dirigido en la direccién de la
propagacién de la onda, donde solamente viaja la onda sin cambio alguno en la forma
y con una velocidad esencialmente constante durante todo el tiempo de observacion
de dicho viaje.

Se han llevado a cabo diversos estudios analiticos del comportamiento de este
problema. Cabe destacar como fruto de estas investigaciones las aproximaciones a
en estudios comparativos de este tipo.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de la propagaciéon de una onda
solitaria son las siguientes:

H 3H
Uy = \/g;TiEsechQ[ Zﬁ(x — ct)} (6.6.1)

Uy = @(%)3/2 (%)sechQ[ %%(x — ct)} tanh [\/%(x — ct)} (6.6.2)

n=d+ H sech? [\/%(x — ct)] (6.6.3)

c=1Jod(1+ 5) (6.6.4)
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en las cuales H y d son la altura inicial de la onda y la profundidad del agua con
velocidad esencialmente nula, respectivamente. u, y us representan, respectivamente,
la velocidad horizontal y vertical y n representa la altura de la cresta en el instante
inicial para cada punto de la superficie.

En teoria, las férmulas de Laitone son vélidas inicamente para un canal de
longitud infinita, pero debido a que los calculos deben hacerse en un dominio finito
y el fluido situado a una distancia de la cresta de la onda estd esencialmente quieto,
es conveniente definir un dominio finito y una longitud practica para el estudio
de la onda solitaria. La principal consideracion es que las dos paredes verticales
que constituyen el contorno del dominio en estudio deben estar lo suficientemente
lejos de la cresta inicial de la onda, asi el movimiento de la onda solitaria en el
fluido con una velocidad esencialmente nula cercano a una pared vertical puede ser
claramente aproximado. Para dicho propdsito, la longitud de la onda efectiva L se
obtiene tomando L/2 igual a la distancia de la cresta de la onda a la seccién donde

L_ 6,90<i>1/2 (6.6.5)

Tomando H/d =0.2, el valor de L/2 viene dado por 8d debido a la ecuacién
(6.6.5). De tal modo que las paredes verticales del dominio estdn situadas a 16d de
la cresta inicial. El diagrama que refleja el problema de la onda solitaria se muestra
en la figura 6.9, y la condicién inicial para este problema estd reflejada en la figura
6.10. La profundidad del fluido con velocidad esencialmente nula es de 10 unidades,
la altura de la onda H es de 2.0 unidades, y la longitud horizontal del canal es de
16d =160.0 unidades. Para el cdlculo, se supone que la densidad es constante y se
toma como aceleracién de la gravedad g =9.81 unidades y un incremento de tiempo
de At =0.01 unidades de tiempo. Comenzando a partir de la condicion inicial, se
puede calcular el desarrollo de la onda solitaria.

La altura que la onda solitaria llega a alcanzar en la pared vertical R se puede

2o 35" 000

Con H/d =0.2, R es 4.2 unidades en este calculo de la aproximacion tedrica
que proponen las férmulas de Laitone, mientras los resultados numéricos obtenidos
mediante el uso de la técnica de aproximacion Lagrangiana actualizada mediante el
método de los Elementos Naturales es de R = 4.2025 unidades, véase la figura 6.12.
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8d 8d

fondo del canal

Figura 6.9: Definicién del problema para la propagacién de una onda solitaria.

sin embargo tanta precision, quedando de manifiesto la capacidad de adaptacion del
método de los Elementos Naturales a distintas disciplinas.

En las figuras $.13 (a) a (c) se muestra el campo de velocidades para los

[~

instantes de tiempo mencionados anteriormente.

6.6.3. Simulacion del movimiento de una burbuja en el seno
de un fluido viscoso

En este ejemplo se analiza la simulacién del movimiento de una burbuja in-
mersa en el seno de un fluido viscoso. Este problema posee solucién analitica para

En este caso se utilizard para estudiar la validez del método aqui propuesto para la
simulacién de flujos bifasicos.

En el método de los elementos finitos la simulacion de flujos bifasicos exige
un remallado continuo que permita seguir la evolucién de la interfaz entre los dos
12003]) se ha analizado el uso del método de los elementos finitos extendidos para
la simulacién de este tipo de flujos. En este caso se han utilizado técnicas de tipo
level set para el seguimiento de la interfaz, que evoluciona sobre una malla fija. El
uso de este tipo de técnicas conlleva otra serie de dificultades, como pueden ser la
necesidad de la re-inicializacion de la funcion level set a lo largo de la simulacion
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Il
150

Figura 6.10: Configuracién inicial del problema de propagacién de una onda solitaria.
Se muestra la Forma « (a), la distribucién de los nodos (b) y el campo de velocidades

(c)-
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Figura 6.11: Resultados calculados en el paso de tiempo nimero 15. Se muestra la
Forma « (a), la distribucién de los nodos (b) y el campo de velocidades (c).
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Figura 6.12: Forma « (a), distribucién de los nodos (b) y campo de velocidades (c)
para el paso de tiempo numero 31, donde se alcanza la altura maxima R = 4,2025.
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Figura 6.13: Campo de velocidades en los pasos 1, 15 y 31 de la simulacion.
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Figura 6.14: Geometria y nube de nodos para el problema de la burbuja inmersa en
un fluido viscoso.

cia. A grandes rasgos, podria decirse que el uso de esta técnica en flujos bifdsicos
exige realizar dos formas «, con a no necesariamente igual para ambas regiones, y
determinar los posibles solapes entre las regiones en las zonas préoximas a la interfaz.
Esto ultimo podria realizarse, por ejemplo, mediante técnicas de visibilidad como
las propuestas por Y VONNET ET_AL. _[2003a].

En este caso se ha considerado un dominio de dimensiones 1 X 1, en cuyo seno
se incluye una burbuja circular de radio 0,15. La geometria del dominio, junto con
la discretizacion efectuada, formada por 1838 nodos, se muestra en la figura 6.14.

Las caracteristicas de ambos fluidos son: para el fluido de la burbuja se tomé una
viscosidad p; = 2,0e — 6 y un peso especifico p; = 1,2e — 4. Para el fluido circun-
dante la viscosidad tomada fue py = 2,0e — 3 y ps = 1,0e — 3. Ambos fluidos parten
inicialmente del reposo y se dejan evolucionar durante 220 pasos de 0,0001 segundos.

La evolucién de ambas fases se muestra en la figura 6.15(a) a (d).

La forma descrita por la burbuja es la obtenida en otros trabajos similares,
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Figura 6.15: Evolucién de la burbuja en el seno de un fluido viscoso. Instantes de
tiempo 1 (a), 50 (b), 100 (c), 150 (d), 200 (e) y 220 (f).
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viscosidad relativa entre los fluidos. El campo de velocidades en un instante interme-
dio de la simulacién se muestra en la figura 6.1G. Debe destacarse en este caso que
el campo de velocidades en la burbuja aparece algo distorsionado debido a la inesta-
bilidad que presenta el algoritmo para viscosidad muy baja. En este caso se acentua
el cardcter hiperbdlico de las ecuaciones de la dindmica de fluidos (6.2.15)-(6.2.16)

También debe notarse que el propio movimiento de los nodos, partiendo de la
parte superior de la burbuja y fluyendo hacia la parte inferior, provoca que la dis-
cretizacion de la zona superior de la geometria de la burbuja pierda calidad conforme
avanza la simulacién (véase por ejemplo la figura 6.17). Con todo, este problema
puede resolverse facilmente incrementando el nimero de nodos empleados en la si-
mulacion o bien mediante un refinamiento adaptativo.

6.7 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una metodologia Lagrangiana actualizada
para la simulacion de la Dindmica de Fluidos cuya principal ventaja es su sencillez.
El algoritmo descrito esta basado en el uso del método de las caracteristicas y un es-
quema explicito. Este tipo de algoritmos presenta una problemaética clara, derivada
del uso de algoritmos explicitos, por un lado, y del uso del método de las carac-
teristicas, por otro. Como se ha visto en el ejemplo anterior, cuando la viscosidad
del fluido se acerca al limite no viscoso aparecen ciertas inestabilidades en el resulta-
do. Sin embargo, la técnica presentada se muestra robusta para valores de viscosidad
no necesariamente muy altos, como pueden ser los necesarios para la simulacién del
colapso de la columna de agua.

Con todo, el algoritmo presentado explota hasta el limite las caracteristicas del
método de los elementos naturales y su cardcter de método sin malla. Se ha obtenido,
pues, un algoritmo muy sencillo para la simulaciéon de la Dinamica de Fluidos que
se muestra robusto para un gran nimero de aplicaciones y que aprovecha las carac-
teristicas de los métodos sin malla que permiten realizar simulaciones lagrangianas
en un campo en el que tradicionalmente han dominado las técnicas eulerianas.
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Figura 6.16: Campo de velocidades en los pasos 100 y 220.
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CAPITULO

7

CONCLUSIONES Y DESARROLLO
FUTURO

7.1 Resumen del trabajo realizado

La juventud de los métodos sin malla hace que persistan desde su origen al-
gunos problemas que atin no han sido totalmente solventados. Uno de ellos, quiza el
que ha recibido mayor atencion, es el de la imposiciéon de condiciones esenciales de
contorno. El hecho de que la mayoria de los métodos sin malla utilicen funciones
de forma de soporte circular impide la adecuada imposicion de estas condiciones,
maxime cuando las técnicas empleadas son a menudo aproximantes en vez de inter-
polantes. En el caso del MEN, este problema quedd definitivamente solucionado en

Otro de los grandes problemas de los métodos sin malla es la pérdida de exac-
titud derivada de los errores en la integraciéon numérica. Uno de los mas importantes
avances en este sentido es la técnica de “integracion nodal estabilizada” de CTHEN

la viabilidad de su uso en el contexto del MEN, con buenos resultados, como se ha
visto.

En la simulacion de medios incompresibles, como pueden ser muchos fluidos, el
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desarrollo de aproximaciones que no sufran bloqueo numérico es una tarea primor-
dial. Este ha sido otro de los objetivos de esta tesis, concretamente en su aplicacion
al MEN.

Finalmente, el desarrollo de formulaciones Lagrangianas que permitan tratar
el problema de la Dindmica de Fluidos es otro tema que, después de la irrupcion de
los métodos sin malla, aparecen como una nueva posibilidad muy atractiva.

Se ha partido inicialmente del trabajo desarrollado por Elias Cueto en su tesis
doctoral, titulada “El Método de los Elementos Naturales basado en formas a: Apli-
caciéon a la simulacién de la remodelacién interna de fracturas de cadera con sistema

Naturales basados en formas « y su aplicacion a la Elastostatica lineal. Tomando co-
mo base dicho modelo se ha realizado inicialmente un breve resumen de los distintos
métodos sin malla existentes en la literatura y se ha establecido la base matematica
que envuelve a dichos métodos.

La técnica de simulacién numérica mas desarrollada y mas popular es sin
ningun lugar a dudas el método de los Elementos Finitos. Sin embargo existen dis-
tintos problemas donde estos métodos no ofrecen resultados con la deseada precision,
o bien presentan un elevado coste en la construccion de la discretizacion del dominio
necesaria para su resolucién, debido a la complejidad de éste. Ademaés, el desarrollo
actual de malladores automaticos es un campo abierto en la investigacion sobre to-
do en dominios tridimensionales. La simulacién de procesos que presentan grandes
deformaciones y grandes desplazamientos harian necesario un remallado continuo
con la utilizacion de la técnica de Elementos Finitos.

Con todo esto, el desarrollo y utilizacion de nuevas técnicas que ofrezcan nuevas
prestaciones alli donde el método de los Elementos Finitos demuestra una clara de-
bilidad parece coherente. Los métodos sin malla conforman una familia de méto-
dos creados bajo esta filosofia, ademas de estar desarrollados igualmente bajo la
caracteristica de no necesitar una malla computacional para realizar la simulacion
numérica. Sin embargo, como suele suceder en estos casos, aparecen carencias o
problemas derivados del uso de dichos métodos. Cabe destacar de la mayoria de
ellos la mala aproximacion de las condiciones esenciales de contorno, o condiciones
Dirichlet, debido al cardcter no interpolante (sino aproximante) de las funciones de
forma de estos métodos. Relacionado con esto, la aproximacién en dominios no con-
vexos o formados por varios materiales necesita de técnicas especiales con objeto de
asegurar la conformidad de los métodos.

En los ultimos anos se ha venido desarrollando un método sin malla que,
siguiendo con la filosofia de esta clase de métodos, viene a paliar algunas de las
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deficiencias que aparecen en dichos métodos. Este método se denomina método de
los Elementos Naturales (MEN). Es estrictamente interpolante, con lo cual su for-
mulacion e imposicién de condiciones de contorno e interfaz es muy similar a la
de los Elementos Finitos. Si bien este método no resuelve todos los problemas que
plantean inicialmente los métodos sin malla, entre los que destaca claramente la
necesidad de desarrollar cuadraturas numéricas que disminuyan los errores debidos
a la integracién numérica, supone un paso importante hacia la construcciéon de una
alternativa eficiente a la técnica de Elementos Finitos alli donde éstos disminuyen su
precision. Asi, uno de los aspectos que se tratan en esta tesis ha sido el de desarrollar
nuevas técnicas de integracion numérica aplicadas al método de los Elementos Natu-
rales. Se ha observado cémo el uso de una técnica de integracién nodal estabilizada

MEN ofrece resultados altamente satisfactorios siendo ademas una técnica muy
apropiada para el uso de una aproximacion mediante Elementos Naturales debido a
la naturaleza de la construccién de éstos, ya que estan basados en la construccion
del Diagrama de Voronoi y la triangulacion de Delaunay, compartiendo asi la misma
filosofia en la construccién. La extension de la aproximacion a problemas de tres
dimensiones ofrece igualmente excelentes resultados, dejando de manifiesto la ca-
pacidad del método como alternativa clara al uso generalizado de Elementos Finitos
en ciertos problemas.

En el caso de la simulacién de medios incompresibles y siguiendo la misma
filosofia comentada en los parrafos anteriores, se ha desarrollado también una mejo-
ra del método de los Elementos Naturales aprovechando el paradigma de la particién
de la unidad, para establecer enriquecimientos de las aproximaciones mixtas que su-
peren el bloqueo volumétrico que presentan usualmente las técnicas de Elementos
Finitos y de Elementos Naturales en sus versiones estandar. Se han presentado diver-
sos algoritmos que permiten simular con garantias dichos problemas. La verificacion
de la condicién LBB se ha probado numéricamente, mediante un test ampliamente

El dltimo capitulo se dedica a una aplicacion del método a la dinamica de
fluidos. La técnica de Elementos Naturales, bajo una filosofia Lagrangiana y basada
en el método de las caracteristicas, se comporta de una forma fiable en este tipo de
simulaciones. De nuevo, en este tipo de problemas, el MEN se muestra como una
alternativa prometedora al MEF.
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7.2 Conclusiones

La conclusion mas importante que se obtiene del desarrollo de esta tesis docto-
ral es que el método de los Elementos Naturales constituye una alternativa atractiva
al método de los Elementos Finitos en la simulacién en determinados casos como los
que se han comentado en la seccién anterior. Se ha demostrado que el MEN es una
herramienta 1til en simulaciones de medios incompresibles asi como en problemas
derivados de la dinamica de fluidos, donde se ha presentado una novedosa técnica
de aproximacién, ya no solo por la filosofia empleada (se ha empleado un punto
de vista Lagrangiano) sino por la combinacién con el método de las caracteristicas,
que ofrece propiedades muy atractivas para la técnica descrita por el MEN. Se han
obtenido resultados numéricos que asi lo atestiguan.

Cabe destacar a su vez la alta precisién de la técnica de integracion nodal
estabilizada aplicada al método de los Elementos Naturales, y su extensién a los casos
tridimensionales, siendo una filosofia totalmente nodal, sin necesidad de recurrir a
una malla computacional de fondo a la hora de integrar.

7.3 Aportaciones originales

Durante el desarrollo de esta tesis se han llevado a cabo algunas aportaciones
que se pueden resumir como sigue:

» Se ha demostrado que el uso de una técnica de integraciéon nodal estabiliza-
da aplicada al método de los Elementos Naturales constituye una posibili-
dad atractiva ya que mejora notablemente los resultados que ofrece el méto-
do en sus versiones iniciales. Estas investigaciones han dado como fruto, la
publicacion de diversos articulos en revistas y congresos especializados, como

R e - -
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= Se ha realizado también un estudio en profundidad del comportamiento del
MEN en la simulacién de medios incompresibles, asi como el desarrollo de for-
mulaciones enriquecidas que permiten asegurar la ausencia de fenémenos de
bloqueo numérico. Las aportaciones mas relevantes en este campo se han pu-

e — R el T I - -

_____________________ ' GONZALEZ BT AL. _[2003b} GONZALEZ



Capitulo 7. Conclusiones y desarrollo futuro 203

= Por dltimo, se ha presentado una estrategia de analisis de dinamica de fluidos
bajo una perspectiva Lagrangiana. E1 MEN es un método que parece ser espe-
cialmente apropiado para este tipo de enfoques. Se observa cémo la distorsion
computacional no afecta a la exactitud de los resultados, aunque —como es el
caso— no se efectien remallados. También en este aspecto se han producido

________________

7.4 Lineas de desarrollo futuro

Aunque se han desarrollado distintos aspectos que el método de los Elementos
Naturales dejaba abiertos a su mejora (integracién numérica) o a su ampliacién
(desarrollo de formulaciones mixtas enriquecidas), quedan atn abiertas varias lineas
de investigacion.

Por lo que se refiere al coste computacional, queda abierta una linea de in-
vestigacion atractiva para disminuir ciertos aspectos de la técnica de busqueda de
los vecinos naturales que emplea el método, siendo muy atractiva la existencia de

(para casos tridimensionales) que recientemente se estan aplicando a dichos métodos.

La filosofia Lagrangiana que el MEN permite adoptar abre las puertas a su
uso en la simulacion de la interaccion entre fluidos y estructuras, por ejemplo. Tradi-
cionalmente, este tipo de simulaciones se realizan adoptando una perspectiva Eu-
leriana para el fluido y Lagrangiana para el sélido. Este enfoque obliga, como es
sabido, al uso de técnicas de estabilizacion en el fluido.

En todo caso, es obvio que el desarrollo de los métodos sin malla no se ha
terminado y quiza se pueda llegar a la creacion de nuevas técnicas de aproximacion
o interpolacion de datos que permitan solventar los problemas que se han comentado
en su aplicacion al método de Galerkin.
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APENDICE

A

NOMENCLATURA

Los simbolos de esta tesis se han escogido de manera acorde con la mayoria de

utilizado caracteres italicos para representar escalares, letra itdlica o griega negrita
para representar vectores y tensores de segundo orden y letra sans-serif negrita (por
ejemplo, C) para representar tensores de cuarto orden. Los funcionales se representan
con estilo caligréfico (esto es, £). Se presenta a continuacién una lista completa de
los simbolos usados.

A.1 Simbolos

Simbolo Descripcion

1 Tensor identidad de segundo orden (Delta de Kronecker, §;;)
() Producto interno

(-, )y Producto interno ponderado dependiente del punto y

|- Medida de Lebesgue

Il Norma

Il - ||« Norma dual

|- lma Norma en H™(Q)

205
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Simbolo  Descripcion

« Constante de coercitividad, parametro de las formas «
A Conjunto de puntos.

A(x) Area de la celda de Voronoi del punto

a Velocidad caracteristica

b a-esfera o esfera de radio «

Bir Incognitas en el método de Particion de la Unidad

B(x,r) Bola de centro  y radio r

b Vector de fuerzas volumétricas

b(-, ) Forma bilineal

B; Matriz de derivadas de funciones de forma

B Matriz de gradientes suavizada

On Valor numérico de la condicion inf-sup

Co Espacio de funciones continuas con soporte compacto
c.t.p. en Casi Todo Punto

Cc> Espacio de funciones continuas indefinidamente derivables

CH(A) Envoltura convexa del conjunto de puntos A
conv(A) Envoltura convexa del conjunto de puntos A

C Tensor de comportamiento de material
C Complejo simplicial

Ca Complejo simplicial (a-complejo)

(Cy, Cy) Coordenadas de un circuncentro

Ch Constante de estabilidad

Onim Delta de Kronecker

D Espacio de funciones indefinidamente derivables y con soporte compacto
Dy Dominio del operador A

Dt Operador diferencial

AV; Volumen que rodea al nodo [

dy Separacion nodal

Del(A)  Triangulacién de Delaunay del conjunto A
d(-,-) Distancia Euclidea

A Operador de Laplace

o0 Frontera del dominio 2

ob Esfera que limita b
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Simbolo  Descripcion

€ Tensor de pequenas deformaciones

E Moédulo de Young

er Error nodal

]—"]]f,’p Familia de funciones de aproximacién en el método de nubes h-p
F Conjunto de indices

fet Vector de fuerzas exteriores

Fy o Conjunto de k-simplex a-expuestos

b, Funcion de forma de un método sin malla asociada al nodo [
G Funciéon de aproximacion global

\Y% Operador gradiente

A% Parte simétrica del operador gradiente

g Gravedad

r Frontera del dominio

r, Frontera esencial

H™ Espacio de Sobolev W2

h(A, B) Semiplano que contiene al punto A

I Matriz identidad

I, Momento de inercia

K(-) Medida de Lebesgue

K Matriz de Rigidez

K Constante de Kolosov

Lt Espacio de funciones integrables

Lp Espacio de funciones |f|?P integrables

L> Espacio de funciones acotadas en casi todo punto
L, Aproximacion local por minimos cuadrados ponderados
1) Forma lineal

Ak k-ésimo valor propio

A Coeficiente de Lamé

A; Soporte del nodo ¢

M Constante de continuidad

M; Momento de la aproximacion

W Moédulo de cortante

NP Ntumero de particulas o nodos
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Simbolo  Descripcion

n Vector normal

v Coeficiente de Poisson

Ng Ntumero de puntos de cuadratura

NIT Numero de puntos de integracién

Ny Ntumero de nodos en la frontera natural

np Numero de grados de libertad en presiones

Ny, Numero de grados de libertad en desplazamientos

Q Dominio del problema

Q, Recubrimiento abierto de un dominio

© Funcionales que proporcionan el circuncentro de un triangulo

W Coeficientes de peso de los puntos de cuadratura

P Operador proyeccion

II Proyeccion ortogonal

P Presién hidrostatica

Q Conjunto de nodos situados dentro del dominio
de influencia de un punto

p(x) Densidad en el punto x

Rx Dominio material

R, Dominio espacial

p Densidad

Sk Espacio métrico

S Interpolante de Shephard

sop Soporte de una funcién

S(x,r) Superficie de de la esfera de centro x y radio r

or simplex

o Tensor de tensiones de Cauchy

S Superficie cerrada de una celda de Voronoi

S, Forma-«

h Plano

Sab Segmento situado entre a y b

¢ Vector de tension constante

=
N2

Forma lineal
Celda de Voronoi asociada a [
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Simbolo  Descripcion

17y Celda de Voronoi de segundo orden
t; Triangulo

T¢ Celda de Voronoi restringida

t Tiempo

T Tiempo

Uu Vector de desplazamientos

Vor(A) Diagrama de Voronoi de A

V Volumen de una celda de Voronoi
Vr Volumen material

Wm.p Espacio de Sobolev

|44 Funcién ntcleo

Wy Funcién radial con soporte compacto sobre

una esfera centrada en el nodo [
Coordenadas de los puntos de cuadratura

&i
X Coordenadas materiales
T Coordenadas espaciales

Coordenadas de los puntos de cuadratura
en el paso de tiempo anterior

A.2 Operadores

Se incluyen a continuacion los operadores utilizados a lo largo de esta tesis,
generalmente escritos en notacion tensorial simbdlica y su equivalencia en notacién
indicial, supuesto que se trabaja en coordenadas cartesianas.

Producto interno:

a-b aibi
Doble producto interno o contraccion tensorial:
Oij€ij

Cz’jklgkl

o€
C:e
C:D CijkiDrimn
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Producto tensorial:

a® b Cll'bj
oRe O0ij€ki
Gradiente:
Vy oy
VO' Uij,j

Gradiente simétrico:
s 1
Viu  ug,) = Q(Um‘ + uji)
Parte simétrica:
1
sym(A) Q(Az'j + Aji)
Traza:

trH H”



BIBLIOGRAFIA

D. ARNOLD [1990]. Mixed finite element methods for elliptic problems. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering. 82: 281-300.

D. ArRNOLD, F. BREZzI Y M. FORTIN [1984]. A stable finite element for the Stokes
equations. Calcolo 21: 337-344.

S. ATLuri, H. G. KM v J. Y. CHO [1999]. A critical assesment of the truly
Meshless Local Petrov-Galerkin and Local Boundary Integral Equation meth-
ods. Computational Mechanics 24: 348-372.

S. ATLUrl Y T. ZHU [2000]. New concepts in meshless methods. International
Journal for Numerical Methods in Engineering 47: 537-556.

I. BABUSKA [1973]. The Finite Element Method with Lagrange multipliers. Nu-
merische Mathematik 20: 179-192.

I. BABUSKA Y A. Aziz [1976]. On the Angle Condition in the Finite Element
Method. SIAM J. Numer. Anal. 13: 214-227.

I. BABUSKA Y J. M. MELENK [1996]. The partition of Unity Finite Element
Method: Basic Theory and Applications. Comp. Meth. in Appl. Mech. and
Eng. 4: 289-314.

211



212 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

L.

v

BABUSKA Y J. M. MELENK [1997]. The partition of Unity Method. International
Journal for Numerical Methods in Engineering 40: 727-758.

. J. BATHE [1996]. Finite Element procedures. Prentice-Hall.

. V. BELIKOV, V. D. Ivankov, V. K. KONTOROVICH, S. A. KORYTNIK Y
A. Y. SEMENOV [1997]. The non-Sibsonian interpolation: A new method of in-

terpolation of the values of a function on arbitrary set of points. Computational
Mathematics and Mathematical Physics 37(1): 9-15.

. V. BELIKOV Y A. Y. SEMENOV [1998]. Non-Sibsonian interpolation on arbitrary
system of points in Euclidean space and adaptive generating isolines algorithm..
M. Cross, B.K. Soni, J.F. Thompson, J. Hauser, and P.R. Eiseman (Eds.),
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, University of
Greenwich, London, U.K.

. BELYTSCHKO, Y. KONGRAUZ, M. FLEMING, D. ORGAN Y W. K. Liu [1995].

Smoothing and accelerated computations in the Element Free Galerkin method.
Journal of Computational and Applied Mathematics.

. BELYTSCHKO, Y. KRONGAUZ, D. ORGAN, M. FLEMING Y P. KRYSL [1998a].

Meshless Methods: An Overview and Recent Developments. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering 139: 3—47.

. BELYTSCHKO, W. K. L1u Y M. SINGER [1998b]. On adaptivity and error criteria

for meshless methods. New advances in Adaptive Computational Methods in
Mechanics. P. Ladeveze and J. T. Oden, Eds..

. BELYyTSCHKO, Y. Y. Lu v L. Gu [1993]. Crack Propagation by Element Free

Galerkin Methods. Advanced Computational Methods for Material Modelling
AMD-Vol 180: 268-.

. BELYTSCHKO, Y. Y. LU Y L. Gu [1994]. Element-Free Galerkin Methods.

International Journal for Numerical Methods in Engineering 37: 229-256.

. BERCzIK [2000]. Modeling the star formation in galaxies using the chemo-

dynamical sph code. Astronomy and Astrophysics 360: 76-84.

. BoNET Y T.-S. Lok [1999]. Variational and momentum preservation aspects

of Smooth Particle Hydrodynamic formulations. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering 180: 97-115.



BIBLIOGRAFIA 213

J. BRAUN Y M. SAMBRIDGE [1995]. A Numerical Method for Solving Partial

Differential Equations on Highly Irregular Evolving Grids. Nature 376: 655—
660.

J. BRAUN, M. SAMBRIDGE Y H. MCQUEEN [1995]. Geophysical Parametriza-
tion and Interpolation of Irregular data using Natural Neighbours. Geophysical
Journal International 122: 837-857.

F. BrEzzI1 [1974]. On the existence, uniqueness and approximation of saddle-point
problems arising from Lagrange multipliers. Revue Francaise d’Automatique
Informatique Recherche Operationelle, Analyse Numérique 8: 129-151.

D. BUECHE, N. SUKUMAR Y B. MORAN [2000]. Dispersive Properties of the Nat-
ural Element Method. Computational Mechanics 25(2/3): 207-219.

D. CHAPELLE Y K. J. BATHE [1993]. The inf-sup Test. Computers and Structures
A7(4-5): 537545,

J.-S. CHEN, C.-T. Wu, S. YoON Y Y. YouU [2001a]. A stabilized conforming
nodal integration for Galerkin mesh-free methods. International Journal for
Numerical Methods in Engineering 50: 435-466.

J.-S. CHEN, C.-T. Wu, S. YOON Y Y. YOU [2001b]. Non-linear version of stabi-
lized conforming nodal integration for Galerkin meshfree methods. International
Journal for Numerical Methods in Engineering — Acepted for publication.

J. CHEssA Y T. BELYTSCHKO [2003]. An enriched finite element method and
level sets for axisymmetric two-phase flow with surface tension. International
Journal for Numerical Methods in Engineering 58: 2041-2064.

E. CUueETO. El Método de los Elementos Naturales basado en formas a: Aplicacion
a la simulacion de la remodelacion interna de fracturas de cadera con sistema
Ezeter. Tesis Doctoral Universidad de Zaragoza Zaragoza, Espana [2001].

E. CueETO, B. CALVO Y M. DOBLARE [2002]. Modeling three-dimensional piece-
wise homogeneous domains using the a-shape based Natural Element Method.
International Journal for Numerical Methods in Engineering 54 (6): 871-897.

E. CueTo, J. CEGONINO, B. CALVO Y M. DOBLARE [2003a]. On the imposi-
tion of essential boundary conditions in Natural Neighbour Galerkin methods.
Communications in Numerical Methods in Engineering 19(5): 361-376.



214 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

E.

E.

E.

CUETO, M. DOBLARE Y L. GRACIA [2000]. Imposing essential boundary con-
ditions in the Natural Element Method by means of density-scaled a-shapes.
International Journal for Numerical Methods in Engineering 49-4: 519-546.

CueTO, M. A. MARTINEZ Y M. DOBLARE [2001]. El método de los Elementos
Naturales en Elasticidad compresible y cuasi-incompresible. Boletin Técnico
del Instituto de Materiales y Modelos Estructurales. Universidad Central de
Venezuela. Caracas. Venezuela, 39(3).

CUETO, N. SUKUMAR, B. Cavo, M. A. MARTINEZ, J. CEGONINO Y
M. DOBLARE [2003b]. Overview and recent advances in Natural Neigh-
bour Galerkin methods. Archives of Computational Methods in Engineering
10(4): 307-384.

. DE vy K. J. BATHE [2000]. The method of finite spheres. Computational Me-

chanics 25: 329-345.

. DE Y K. J. BATHE [2001a]. Displacement/pressure mixed interpolation in the

method of finite spheres. International Journal for Numerical Methods in En-
gineering 51: 275-292.

. DE Y K. J. BATHE [2001b]. The method of finite spheres with improved numer-

ical integration. Computers and Structures 79: 2183-2196.

. DE Y K. J. BATHE [2001c|. Towards an efficient meshless computational tech-

nique: the method of Finite Spheres. Engineering Computations 18: 170-192.

. DoLBOW Y T. BELYTSCHKO [1999]. Numerical Integration of the Galerkin Weak

Form in Meshfree Methods. Computational Mechanics 23: 219-230.

. DoLBow Y T. BELYTSHKO [1999]. Volumetric locking in the Element Free

Galerkin method. International Journal for Numerical Methods in Engineering
46: 925-942.

. DONEA Y A. HUERTA [2003]. Finite Elemnt Methods for Flow Problems. John

Wiley and Sons, Chichester.

C. DUARTE Y J. T. ODEN [1996]. H-p Clouds, An h-p Meshless Method. Numerical

Methods for Partial Differential Equations 12: 673-705.



BIBLIOGRAFIA 215

C. A. M. DUARTE, I. BABUSKA Y J. T. ODEN [2000]. Generalized Finite Element
Methods for Three-Dimensional Structural Mechanics Problems. Computers
and Structures T7(2): 215-232.

H. EDELSBRUNNER, D. G. KIRKPATRICK Y R. SEIDEL [1983]. On the Shape
of a Set of Points in the Plane. [EFEE Transactions on Information Theory
IT-29(4): 551-559.

H. EDELSBRUNNER Y E. MUCKE [1994]. Three Dimensional Alpha Shapes. ACM
Transactions on Graphics 13: 43-72.

G. FARIN [1990]. Surfaces over Dirichlet tesselations. Computer Aided Geometric
Design 7 (1-4): 281-292.

J. GARCIA-AZNAR, E. CUETO Y M. DOBLARE. Simulation of bone internal remod-
eling by means of the a-shape based Natural Element Method. En Proceedings
of the ECCOMAS Conference. Barcelona. [2000].

D. GonNzALEzZ, I. ALFARO, E. CUETO, M. DOBLARE Y F. CHINESTA. The a-
shapes based Natural Element method in Solid and Fluid Mechanics. En Lecture

notes in Computational Science and Engineering aceptado para su publicacién.
[2003a].

D. GoNzALEZ, E. CUETO, F. CHINESTA Y M. DOBLARE. A study on mixed
approximations in Natural Neighbour Galerkin methods. En ESAFORM Con-
ference proceedings. Trondheim, Norway. [2003b].

D. GoNzALEZ, E. CUETO Y M. DOBLARE. Integracién numérica en métodos de
Galerkin de Vecindad Natural. En Congreso de Ecuaciones Diferenciales y
Aplicaciones. CEDYA. Tarragona. Espana. [2003c].

D. GoNzALEZ, E. CUETO Y M. DOBLARE [2003d]. Volumetric locking in Natural
Neighbour Galerkin methods. International Journal for Numerical Methods in
Engineering Aceptado para su publicacién.

D. GoNzALEZ, E. CUETO, M. A. MARTINEZ Y M. DOBLARE [2003e]. Numerical
integration in Natural Neighbour Galerkin methods. International Journal for
Numerical Methods in Engineering Aceptado para su publicacion.

P. J. GREEN Y R. SiBsoN [1978]. Computing Dirichlet tesselations in the plane.
The Computer Journal 21: 168-173.



216  Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

J. HADAMARD [1911]. Mouvement permanente lent d’une sphere liquide et visqueuse
dans un liquide visqueux. Comptes rendus hebdomadaires des séances de
I’Académie des Sciences 152: 1735-1738.

H. HrvosHi. Study on Interpolation Based on Voronoi Diagrams. Tesis Doctoral
University of Tokyo Tokyo, Japan [2000].

H. HrvosHr v K. SIGIHARA [1999]. Two generalisations of an interpolant based on
Voronoi diagrams. International Journal of Shape Modeling 5(2): 219-231.

J. HULTMAN Y A. PHARAYN [1999]. Hierchical, dissipative formation of elliptical
galaxies: is thermal instability the key mechanism? Hydrodynamical simula-
tions including supernova feedback multi-phase gas and metal enrichment in
cdm: Structure and dynamics of elliptical galaxies. Astronomy and Astrophysics
347: 769-798.

B. IRONS ¥ A. RAZZAQUE. Experience with the patch test for convergence of Finite
Elements. En A. K. Aziz, ed., The mathematical Foundations of the Finite
Element Method with Applications to Partial Differential Equations. Academic
Press, New York [1972].

Y. KRONGAUZ. Application of Meshless Methods to Solid Mechanics. Tesis Doctoral
Northwestern University Evanston, IL [1996].

J. LAGUARDIA, D. GONZALEZ, I. ALFARO, E. CUETO Y M. DOBLARE. Avances
recientes en métodos Galerkin de Vecindad Natural. En V Congreso de Métodos
Numéricos en Ingenieria. Madrid, Espana. [2002].

E. V. LAITONE [1960]. The second approximation to cnoidal and solitary waves.
J. Fluid Mech. 9: 430-444.

P. LANCASTER Y K. SALKAUSKAS. Curve and Surface Fitting, an Introduction.
En Academic Press. San Diego. [1986].

J. B. LASSERRE [1983]. An analytical expression and an algorithm for the volume
of a convex polyhedron in R™. Journal of Optimization Theory and Applications

39(3): 363-377.

W. LEE [1998]. newtonian hydrodynamics of the coalescense of black holes with
neutron stars ii. Tidally locked binaries with a soft equation of state. Monthy
Notices of the royal Astronomical Society 308: 780-794.



BIBLIOGRAFIA 217

R. LEwis, S. NavTi v C. TAYLOR [1997]. A Mixed Lagrangian-Eulerian Approach
to Modellin Fluid Flow During Mould Filling. International Journal for Nu-
merical Methods in Engineering 25: 931-952.

S. Lty W. K. L1u [2002]. Meshfree and Particle Methods and Their Applications.
Applied Mechanics Review 55(1): 1-34.

T. LiszkA [1984]. An interpolation method for an irregular net of nodes. Interna-
tional Journal for Numerical Methods in Engineering 20: 1599-1612.

T. LiszkA Y J. Orkisz [1980]. The difference method at arbitrary irregular grids
and its application in applied mechanics. Comp. Struct. 11: 83-95.

W. K. Liv Y Y. CHEN [1995]. Wavelet and Multiple Scale Reproducing Kernel
Methods. International Journal for Numerical Methods in Fluids 21: 901-931.

W. K. Liu, S. Jun, S. L1, J. ADEE Y T. BELYTSCHKO [1995]. Reproducing Kernel
Particle Methods. International Journal for Numerical Methods in Engineering
38: 1655-1679.

L. B. Lucy [1977]. A Numerical Approach to the Testing of the Fission Hypothesis.
The Astronomical Journal 82(12): 1013-1024.

J. E. MARSDEN Y T. J. R. HUGHES [1994]. Mathematical Foundations of Elastic-
ity. Dover.

J. MARTIN Y W. MOYCE [1952]. Part IV. an experimental study of the collapse of
liquid columns on a rigid horizontal plane. Phil. Tran. R. Soc. London 244: 312.

M. A. MARTINEZ, E. CUETO, M. DOBLARE Y F. CHINESTA [2003]. Natural
Element meshless simulation of injection processes involving short fiber suspen-
sions. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics 115: 51-78.

J. MONAGHAN [1990]. Modelling the Universe. Proceedings of the Astronomical
Society of Australia 18: 233-237.

J. J. MONAGHAN [1982]. Why particle methods work. SIAM J. Sci. Stat. Comput.
3(4): 422-433.

B. MORAN Y J. Y00. Meshless Methods for Life Cycle Engineering Simulation:
Natural Neighbour Methods. En Modeling and Simulation-based Life Cycle
Engineering 91-105. [2002].



218  Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

B. NAYROLES, G. TouzoT v P. VILLON [1992]. Generalizing the finite element

method: Difuse approximation and diffuse elements. Computational Mechanics
10: 307-318.

J. T. OpeN, C. A. M. DUARTE Y O. C. ZIENKIEWICZ [1998]. A New Cloud
Based hp Finite Element Method. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering 153: 117-126.

J. T. OpEN Y J.N. REDDY [1976]. An introduction to the Mathematical Theory of
Finite Elements. John Wiley and Sons, New York.

D. OrGAN, M. FLEMING, T. TERRY Y T. BELYTSCHKO [1996]. Continuous mesh-
less approximations for nonconvex bodies by difraction and transparency. Com-
putational Mechanics 18: 1-11.

J. PAREDES. Simulacion numérica de algunos problemas de mecdanica de fluidos con
frontera libre. Tesis Doctoral Departamento de Matematica Aplicada, Univer-
sidad de Santiago de Compostela, en preparacién. [2003].

S. RABIER Y M. MEDALE [2003]. Computation of Free Surface Flows with a
Projection FEM in a Moving Mesh Framework. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering aceptado.

B. RAMASWAMY [1990]. Numerical Simulation of Unsteady Viscous Free Surface
Flow. Journal of Computational Physics 90: 396-430.

B. RamMAaswAMY Y M. KAWAHARA [1987]. Lagangian Finite Element Analysis

applied to Viscous Free Surface Fluid Flow. International Journal for Numerical
Methods in Engineering 7: 953-984.

K. REKTORYS [1980]. Variational Methods in Mathematics. Science and Engineer-
ing, D. Reidel publishing Company.

R. SEIDEL. Constrained Delaunay triangulations and Voronoi diagrams with ob-
stacles. En 1978-1988 Ten Years IIG 178-191. [1988].

R. SiBsON [1980]. A Vector Identity for the Dirichlet Tesselation. Mathematical
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 87: 151-155.

R. S1BSON. A brief description of natural neighbour interpolation. En Interpreting
Multivariate Data. V. Barnett (Editor) 21-36. John Wiley and Sons, Chichester
[1981].



BIBLIOGRAFIA 219

T. STrROUBOULIS, K. CoPPS Y I. BABUSKA [2001]. The Generalized Finite Element
Method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 190: 4081—
4193.

N. SUKUMAR. The Natural Element Method in Solid Mechanics. Tesis Doctoral
Northwestern University Evanston, Illinois [1998].

N. SUKUMAR Y B. MORAN [1999]. C' Natural Neighbour Interpolant for Partial

Differential Equations. Numerical Methods for Partial Differential Equations
15(4): 417-447.

N. SUKUMAR, B. MORAN Y T. BELYTSCHKO [1998]. The Natural Element Method

in Solid Mechanics. International Journal for Numerical Methods in Engineer-
ing 43(5): 839-887.

N. SUKUMAR, B. MORAN, A. Y. SEMENOV Y V. BELIKOV [2001]. Natural Neigh-
bor Galerkin Methods. International Journal for Numerical Methods in Engi-
neering 50(1): 1-27.

J. W. SWEGLE, S. W. Artaway, M. W. HEINSTEIN, F. J. MELLO Y D. L.
HIcks [1994]. An analysis of the smoothed particle hydrodynamics. Technical
Report SAND93-2513 UC-705.

S. TIMOSHENKO Y J.N. GOODIER [1972]. Teoria de la Elasticidad. Editorial Urmo.

L. TRAVERSONI. Natural Neighbour Finite Elements. En Intl. Conference on Hy-
draulic Engineering Software. Hydrosoft Proceedings 291-297. Computational
Mechanics publications [1994].

D. WaTsoN [1981]. Computing the n-dimensional Delaunay Tessellation with Ap-
plication to Voronoi Polytopes. The Computer Journal 24(2): 162-172.

D. WATSON [1994]. Nngridr. An Implementation of Natural Neighbor Interpolation.
Publicado por el autor.

G.N. WELLS, L. J. SLUYS Y DE R. BORST [2002]. A p-adaptive scheme for over-
coming volumetric locking during plastic flow. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering 191: 3153-3164.

J. YVONNET, D. RYCKELYNCK, P. LORONG Y P. CHINESTA [2003a]. A new exten-
sion of the natural element method for non convex and discontinuos problems,



220  Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

the constrained natural element method (C-NEM). International Journal for
Numerical Methods in Engineering Aceptado para su publicacion.

J. YVONNET, D. RYCKELYNCK, P. LORONG Y P. CHINESTA [2003b]. Interpola-
tion naturelle sur les domaines non convexes par I'utilisation du diagramme de
Voronoi contraint - Méthode des éléments C-Naturels. Revue Furopéenne des
éléments Finis Aceptado para su publicacion.

J. YVONNET, D. RYCKELYNCK, P. LORONG Y P. CHINESTA [2003c]. The mesh-
less constrained natural element method (C-NEM) for treating thermal models
involving moving interfaces. Enviado.



A
adaptatividad .............. .. .. .. 55
algoritmo de Lasserre ................ 84
algoritmo de Watson................. 82
aproximacion ....................... 137
~mixta .. 145
aproximante................. ... ... 73
B
base extrinseca....................... b4
base Hilbertiana ..................... 14
bloqueo volumétrico. ................ 133
C
campo de deformaciones suavizado . .\[ 10
cociente de Rayleigh ................ 147
condicién fnﬁmo—Supremo ......... véase

condiciéon LBB
condicién de restriccion de integracién109

condicién inf-sup .. véase condicién LBB

condiciéon LBB............ 136, 139, 144
~ test numérico............ 45, 157

221

INDICE ALFABETICO

condiciones de contorno .............. D

~ esenciales........... 84, 43, 86, 90
consistencia ............... 43, 74, 75, 79
continuidad ............. .. ..ol 4
contorno Lipschiziano............... 173
CONVETZENCIA .« oo oo, 137
convergencia débil................ 12, 13
convergencia fuerte............... 12, 13
criterio de la parcela. ... véase patch test
criterio de visibilidad ................. 08
criterio del circuncirculo vacio........ 64
(7 d

D

Delta de Kronecker................... 34

~ propiedad de la................ 43
derivabilidad .................. ... 4
derivada generalizada ................ 25
derivada material ................... 168
descripcién ALE .................... 166
descripcién Euleriana ............... 166
descripcién Lagrangiana............. 166



222 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

diagrama de Voronoi............. b4, 65
~ celda de Voronoi.......... 65, 122
~ celda de Voronoi de segundo orden

65
~ restringido .................... 96
~celdade.............oolL 98
dominio espacial .................... 766
dominio material.................... 166
E

ecuacién de Poisson .................. 25

EFGM ... 4, 46

elastostatica. ..., 69

envoltura convexa.................... 65

espacio completo..................... 11

espacio de Banach ................... 12

espacio de Hilbert.................... 11

espacio de Sobolev................... 16

espacio pre-Hilbert ................... :_1-]}
~de Cauchy..................... i

espacio separable..................... 16

estabilidad ...................... 74, 137
F
forma-a. ... 88
forma bilineal . ....................... 10
~ coercitiva............. 17,119, 140
formulacion débil................ 64, 142
formulaciéon mixta ............. 133, 136
formulacién no estandar........ 133, 34
formulacién variacional caracteristicadl 78
funcién de distribucién.............. T1n
funcién de forma................. 68, 82
funciones estrictamente interpolantes .72
G
Gaussiana. ...........cooeieiiiiii.... 29
H
hipétesis de elipticidad ............... 7

I
IC..... véase condicion de restriccién de
integracién
igualdad de Bessel-Parseval........... 15
incompresibilidad............... 141, 173
inconsistencia .............. ... . ... 33
inestabilidad ............. ... ... L 33
integracién numérica ............ 44, 10T
T 103
~ nodal estabilizada ............ 108
interpolacion ......................... 67
~ no-sibsoniana .............. 67, 7
interpolacién Sibson................. 159
interpolacion Thiessen .............. 159
interpolante de Shephard ......... 39, 60
L
linea caracteristica.................. 175
Lemade Céa.......ooovvvviininan.... 19
Ley de Stokes..............ooooia... 173
M
método de esferas finitas............. 59

método de Galerkin.............. 10, 22
~ Bubnov-Galerkin .............. 24
~ Petrov-Galerkin............ 24, 171
método de las caracteristicas. ....... 175
método nubes h-p................. 4, 55
~ construccién de la aproximaciénbh
métodos sin malla................. 9, 28
~ clasificacién de.................. ¢!
~ propiedades de.................. ¢!
MED . oo 1 45
~ construccién de la aproximaciéndh
MEF ...\ i, 9, 2%
MEN ..o 2 5, 63
~MEN-G. oo 5
~ MEN-restringido .............. 96

~ construccién de la aproximaciéni i



INDICE ALFABETICO

223

MMCM....ooooiii 4, 34
~ construccién de la aproximacién3i

modos espurios

~ de deformacién ................ 83
~depresion.................... 47
MPU. oo 50, T4
~ construccién de la aproximaciéni4
N
nucleo. ... 28
P
pardmetros de Lamé ................ 1432
particién de la unidad............ 51, 73
patch test .......................... 106
~ tridimensional . ............... 121
Presion. ..., 149
problema variacional ................. 16
~ abstracto............... ... 16
~ eliptico............ ... 18
~ mixto abstracto .............. 136
problemas de contorno elipticos...... 18
producto escalar...................... Il
puntos de tensién .................... 83
R
RKPM ... 4, 48
~ construccién de la aproximaciéndg
S
simplex ..............o oL 67, 89
~ acomplejo............ooat. 90
~oexpuesto............L 89
solucion débil .................... 24, 26
solucion fuerte .................... ... 27
soporte......... ..o b7
SPH. ...t 4, 28

T
tensor
~ de comportamiento del material7(l
~ de pequefias deformaciones . . . 144

~ de pequenas deformaciones de Cauchy

frd
~ de tensiones desviadoras...... i73
~ de tensiones en un fluido Newtoni-
ANO . ettt 779

~ de velocidad de deformacién . .42

Teorema de Lax-Milgram............. I
Teorema de transporte de Reynolds .70
Teorema general de convergencia. .. .. 20
teselacion de Dirichlet véase diagrama de
Voronoi
traza...... ... oo .'_2-5
triangulaciéon de Delaunay ........... 64
A%
vecinos naturales..................... b4
~ coordenadas de............ 04, 66
~ enriquecidos.................. q51
velocidad de conveccién . ............ I
viscosidad .. ... Q74












