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Zaragoza, Junio de 2004





A mis padres





Agradecimientos

Durante todos estos años de investigación he ido generando una idea: la inves-

tigación es una desagradecida. Uno puede estar mucho tiempo intentando resolver
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últimos años del Área de Mecánica de Medios Continuos y Teoŕıa de Estructuras de
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7.4. Ĺıneas de desarrollo futuro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

A. Nomenclatura 205
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son las siglas de Número de Puntos de Cuadratura) . . . . . . . . . . 107

4.2. Resultados para el patch test sobre la nube de puntos descrita en la

figura 4.11. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.3. Resultados para el problema de placa con agujero. . . . . . . . . . . . 121

4.4. Norma del error L2 en la aplicación del patch test tridimensional. . . 123

4.5. Norma del error L2 para el problema del cilindro con agujero. . . . . 128

4.6. Norma del error || · ||L2 para el problema del cilindro con agujero. . . 129

5.1. Resultados para la viga sometida a flexión, expresado como % del
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Caṕıtulo

1

Introducción

El desarrollo que en estos últimos años ha sufrido el mundo de la simulación

numérica de todo tipo de fenómenos f́ısicos se debe en gran medida al uso de nuevas

técnicas de cálculo numérico y el incremento de la capacidad de los nuevos orde-

nadores que permiten realizar algoritmos más complejos en tiempos de cálculo ra-

zonables. Las simulaciones por ordenador del comportamiento de sólidos o fluidos,

mediante las oportunas formulaciones matemáticas de las leyes que los rigen, per-

miten obtener resultados cuantitativos en procesos de gran complejidad. En esta tesis

se pretende avanzar precisamente en la simulación de algunos de estos problemas,

cuyo modelo matemático viene gobernado por ecuaciones en derivadas parciales.

El método numérico más extendido para la obtención de una solución aproxi-

mada de un problema gobernado por ecuaciones en derivadas parciales, y el que más

desarrollo ha tenido en su aplicación tanto a la mecánica de sólidos como a otras

disciplinas, es el método de los Elementos Finitos. Este método proporciona resul-

tados de gran precisión en su aplicación a problemas de muy dif́ıcil tratamiento. El

método de los Elementos Finitos necesita una discretización del dominio, con ciertas

caracteŕısticas especiales, para realizar correctamente tanto la integración numérica

del sistema de ecuaciones integro-diferencial al cual conduce el método de Galerkin,

como la propia construcción de las funciones de aproximación en las que se basa

el método. A lo largo de estas últimas décadas, se han dado grandes avances en la

1
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mejora de estos procedimientos. Sin embargo, la generación automática de mallas

computacionales es hoy un campo abierto de investigación, con un gran número

de grupos trabajando, especialmente para dominios complejos en tres dimensiones,

donde la generación “manual” de la malla es aún una de las partes del proceso que

más tiempo requiere dentro del procedimiento general de confección de un modelo

numérico para la resolución de ecuaciones en derivadas parciales por el método de

los Elementos Finitos.

Teniendo en cuenta la gran dificultad de generar la malla y el tiempo que se

dedica a ello, en los últimos años ha aparecido una nueva ĺınea de investigación con

el fin de evitar finalmente su realización. En concreto, en esta última década se ha

ido desarrollando una familia de métodos de aproximación denominados métodos sin

malla, sobre los que ha ido aumentando el interés de los investigadores a medida que

se han ido perfeccionando. La caracteŕıstica más significativa de estos métodos es que

no necesitan información fija acerca de la conectividad entre los nodos (Krongauz

[1996]). Varios han sido los nombres propuestos para estos métodos en un intento

por caracterizarlos: métodos de puntos, de punto finito, métodos sin elementos, de

elementos difusos, etcétera, haciendo hincapié en cada caso en alguna caracteŕıstica

del método particular. En todos ellos, la conectividad de los elementos se genera

desde el propio método con un algoritmo de búsqueda de nodos cuya función de

forma asociada tenga influencia sobre el punto considerado (en general, un punto de

integración), en un proceso transparente para el usuario.

Uno de los últimos de estos métodos en ser aplicado a la mecánica de sólidos ha

sido el método de los Elementos Naturales (Sukumar et al. [1998], Traversoni

[1994]). Este método presenta una caracteŕıstica que en principio le diferencia de

todos los demás métodos sin malla, que es su función de aproximación. Ésta es

estrictamente interpolante, en contraposición con la mayoŕıa de los otros métodos

sin malla donde las funciones son solamente aproximantes, esto es, la función de

forma en éstos no toma el valor unidad en el nodo al que está adscrita y cero en el

resto, con la consiguiente dificultad a la hora de imponer las condiciones de contorno

esenciales. Las caracteŕısticas que proporciona este método y sus posibilidades de

aplicación y desarrollo han sido claves para elegir este método como pilar básico del

desarrollo de esta tesis y futuras ĺıneas de desarrollo, en el campo de la Mecánica

Computacional.

Uno de los aspectos donde todos los métodos sin malla y en particular el

método de los Elementos Naturales muestran cierta debilidad es en la integración

numérica. Quizá sea éste uno de los aspectos que menos interés ha suscitado entre

los investigadores en estos últimos años; sin embargo, debido al carácter racional
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de las funciones de forma que determinan dichas técnicas, se produce un error de

integración al hacer uso de fórmulas de cuadratura creadas para integrar polinomios.

Además, otro aspecto referente a la integración numérica de los métodos sin malla

surge de forma natural. Los distintos soportes de las funciones de forma de los distin-

tos métodos pueden no coincidir con los dominios de integración de las cuadraturas

utilizadas. En este contexto se han propuesto y desarrollado diversas técnicas de

integración numérica donde se presentan formulaciones de cuadratura que son ca-

paces de representar fielmente el dominio de integración (véase, por ejemplo, Atluri

et al. [1999], De y Bathe [2001b], De y Bathe [2001a]).

Una de las posibilidades de aplicación del método de los Elementos Naturales

es la simulación numérica de materiales casi o totalmente incompresibles, que ha sido

también un campo abierto a la investigación durante décadas. Es bien conocido el

fenómeno de bloqueo volumétrico que se produce al utilizar ciertas aproximaciones

de Elementos Finitos, que producen sistemas muy mal condicionados debido a la

exigencia de la incompresibilidad del sólido o del fluido, es decir, de imponer que la

divergencia del campo de desplazamientos se anule (caso de incompresibilidad total).

El análisis de aproximaciones mixtas en desplazamientos y presiones (usualmente las

aproximaciones de velocidad y presión son las que se usan en Mecánica de Fluidos)

ha llevado a superar estas dificultades, siendo muy bien conocido que no todas

las aproximaciones de Elementos Finitos derivados de estos principios variacionales

convergen a la solución exacta.

La necesidad de satisfacer la desaparición de deformaciones volumétricas en

el ĺımite de la incompresibilidad impone restricciones adicionales al campo de des-

plazamientos que no son fáciles de verificar usando métodos de Elementos Finitos

con aproximaciones en desplazamientos. En la última década se ha afirmado que

los métodos sin malla pueden solucionar esas dificultades usando aproximaciones en

desplazamientos (véase Belytschko et al. [1994]), ya que estos métodos emplean

usualmente aproximaciones más ricas que las tradicionales de Elementos Finitos.

Hoy en d́ıa, es sabido que dicha afirmación no es cierta (Dolbow y Belytshko

[1999]).

Los métodos sin malla, en particular el método de los Elementos Naturales,

son una elección atractiva para la simulación de ciertas clases de fenómenos, tales

como los que implican grandes deformaciones y grandes desplazamientos. Sin embar-

go, para ser competitivos con Elementos Finitos, debeŕıan ser capaces de reproducir

con precisión las restricciones de incompresibilidad mencionadas anteriormente. Esto

ha motivado numerosas investigaciones con objeto de encontrar aproximaciones sin

malla eficientes capaces de incorporar tales restricciones. En particular, los métodos
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sin malla se presentan como una clara alternativa al uso generalizado de los Elemen-

tos Finitos en la simulación de problemas de Dinámica de Fluidos. Está extendido

el uso de una filosof́ıa Euleriana en la simulación de dicho comportamiento, es de-

cir, el uso de una nube de puntos fija por la que se mueve el fluido. Sin embargo,

el uso de un algoritmo Lagrangiano parece más adecuado a la filosof́ıa que llevan

consigo los métodos sin malla, donde bajo este punto de vista, la nube de puntos es

la que se mueve formando parte del fluido. Esto permite la simulación de problemas

complejos con grandes deformaciones.

1.1 Estado del arte

Los métodos sin malla se encuentran en todos los casos en fase de desarrollo,

aunque algunos trabajos en los últimos años han contribuido de manera muy im-

portante a la comprensión del funcionamiento de los mismos y de los principios que

permiten construir espacios de funciones de aproximación de una forma apropiada

(Babuška y Melenk [1996]). Otros métodos han sufrido un desarrollo algo mayor

y su estudio se ha extendido a problemas no lineales, predominando las aplicaciones

a la mecánica de la fractura, especialmente la simulación del crecimiento de grietas

en trayectorias no prefijadas como en Krongauz [1996].

El primer método sin malla en ser desarrollado fue el denominado “Smooth

Particle Hydrodynamics” en 1977 por Lucy [1977] y Monaghan [1982], aunque

su aplicación no fue originariamente en Mecánica de Sólidos. El denominado “Re-

producing Kernel Particle Method” de Liu y Chen [1995] y Liu et al. [1995]

es una generalización del anterior, al que se le añade una función de corrección

para lograr la consistencia lineal del método. Sin embargo, la familia de métodos

más numerosa deriva del esquema de Mı́nimos Cuadrados Móviles (MMCM ), en

cuyo seno se encuentran métodos como el “Difuse Element Method” (DEM ) de

Nayroles et al. [1992], el “Element Free Galerkin Method” (EFGM ) de Be-

lytschko et al. [1998b], Belytschko et al. [1994] o las nubes-hp (Duarte

y Oden [1996]). Duarte y Oden, por un lado, y Babuška y Melenk por otro, ob-

servaron que el hecho fundamental de estos métodos resid́ıa en la construcción de

una partición de la unidad. Todos estos métodos presentan, en su formulación más

general, funciones de forma no estrictamente interpolantes, es decir, la función de

forma no toma el valor unidad en el nodo al que está adscrita y cero en el resto de

nodos. Como consecuencia, la superficie interpolada no pasa por los valores nodales.

Esto tiene repercusiones inmediatas en la imposición de condiciones de contorno e-

senciales, al no poder realizarse una sustitución directa de los valores prescritos en el
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vector de soluciones. Se han propuesto diversas soluciones parciales a este problema,

como por ejemplo la presentada en Belytschko et al. [1994], que no logran sino

la satisfacción puntual, en los nodos, de las condiciones de contorno. Esto se debe

a que el valor de la función de forma en el contorno depende no sólo de los valores

nodales en el mismo, sino también de valores en los nodos interiores del dominio.

Otras aproximaciones a este problema incluyen el acoplamiento con Elementos Fini-

tos (como la propuesta en Krongauz [1996]), pero obviamente esto elimina el

carácter de método sin malla buscado.

En el caso del método de los Elementos Naturales se evitan algunos de estos

problemas, mientras que aparecen otros nuevos. La función de forma del método,

por ejemplo, es estrictamente interpolante, con lo que la imposición de condiciones

de contorno esenciales puede hacerse por sustitución directa de los coeficientes co-

rrespondientes a los grados de libertad prescritos en el vector de soluciones. Otros

problemas derivan de la integración de las funciones de forma sobre celdas que no

reproducen la geometŕıa del soporte de las mismas. Esto, unido al hecho de que

las funciones de forma no tienen una expresión polinomial, complica la integración

numérica e impide que el método pase el criterio de la parcela con toda la exactitud

de la máquina.

En resumen, el método de los Elementos Naturales necesita ser estudiado en

profundidad en su aplicación a problemas no lineales, ya sean en dos o en tres

dimensiones.

Una de las caracteŕısticas que tiene el método de los Elementos Naturales

es el cumplimiento del paradigma de Partición de la Unidad. Esto proporciona la

capacidad de enriquecer el espacio de búsqueda de la solución aproximada de la

solución. El uso de estas técnicas de formulaciones mixtas enriquecidas aplicadas

al método de los Elementos Finitos ha sido ampliamente desarrollado y estudiado

a lo largo de las últimas décadas; sin embargo, no se conocen estudios sobre el

enriquecimiento de los métodos de Elementos Naturales con aproximaciones mixtas

para su aplicación a la Mecánica de Fluidos y que eviten el bloqueo volumétrico

mencionado anteriormente.

En el caṕıtulo 2 se profundiza en la descripción del Estado del Arte de los

métodos sin malla, describiendo brevemente los más importantes de ellos.

1.2 Objetivos y alcance de la tesis

En general y tal como se ha venido comentando, el desarrollo de todos los méto-

dos sin malla se ha enfrentado a algunas dificultades fundamentales. En primer lugar,
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todos los métodos sin malla sin excepción poseen funciones de forma racionales. Esto

provoca errores de integración debidos al uso de las reglas de cuadratura habituales,

pensadas para polinomios.

En segundo lugar, el desarrollo de formulaciones que permitan evitar el bloqueo

volumétrico para medios incompresibles es otra de las etapas fundamentales en el

afianzamiento de estos métodos. La afirmación de Belytschko et al. [1994]

de que el EFG permit́ıa obtener aproximaciones sin bloqueo (incluso utilizando

principios variacionales estándar) o la más actual de Moran y Yoo [2002] en el

mismo sentido para el MEN parecen, cuando menos, arriesgadas.

Por último, una de las grandes ventajas que se supone que un método sin malla

debe poseer es la capacidad de soportar grandes deformaciones y desplazamientos

sin merma en la precisión de los resultados. La Dinámica de Fluidos, desde una

perspectiva Lagrangiana, parece un buen test para dicho comportamiento.

En un intento de solucionar algunos de los problemas mencionados, se propo-

nen en esta tesis técnicas de mejora de la integración numérica del método, donde se

profundiza en el análisis de las mismas y se comparan con las diferentes alternativas

existentes y más conocidas como pudiera ser el método de los Elementos Finitos y

el método de los Elementos Naturales en su versión estándar. Parte del contenido

de esta tesis se dedica al estudio del comportamiento del método en el contexto de

la elasticidad bidimensional y tridimensional.

Por otro lado, debido a las caracteŕısticas que presenta el método de los E-

lementos Naturales, entre ellas el cumplimiento del paradigma de partición de la

unidad, se desarrollan formulaciones mixtas enriquecidas para abordar problemas de

casi o total incompresibilidad del medio, evitando el fenómeno de bloqueo volumétri-

co que presentan las técnicas usuales. En la actualidad, no se conocen desarrollos

de técnicas de Elementos Naturales mixtos enriquecidos que presenten dicha carac-

teŕıstica, ni su aplicación a la Mecánica de Fluidos. Se pretende validar, siempre

que sea posible, el método desarrollado mediante su utilización para la resolución

de problemas con solución anaĺıtica conocida.

Para finalizar, se presenta una novedosa técnica de Elementos Naturales basa-

da en el método de las caracteŕısticas para simular, desde un punto de vista La-

grangiano, fenómenos descritos por la Dinámica de Fluidos. Generalmente se uti-

lizan algoritmos Eulerianos en la simulación dinámica de flujos. Sin embargo, el

uso de una técnica de métodos basados en las caracteŕısticas hace atractiva la apli-

cación de una filosof́ıa Lagrangiana. Dada la naturaleza de algunos tipos de fluidos,

se pretende validar el método, en algunos casos, con la comparación con resultados

experimentales presentes en la literatura espećıfica.



Caṕıtulo 1. Introducción 7

1.3 Metodoloǵıa

El desarrollo antes descrito exigirá principalmente una comparación entre los

resultados del método escogido con el método de los Elementos Finitos y con el

método de los Elementos Naturales en su versión estándar, siempre que esto sea

posible.

Durante la última década se ha venido desarrollando en el área de Mecánica de

Medios Continuos y Teoŕıa de Estructuras de la Universidad de Zaragoza un código

muy flexible, originalmente de Elementos Finitos que ha permitido a lo largo de

estos años la implementación de diversas formulaciones de Elementos de Contorno y

Elementos Naturales. Este código, denominado Mydas y que está implementado en

lenguaje de programación C, permite la incorporación al mismo de las formulaciones

mixtas y enriquecidas propuestas anteriormente, aśı como las técnicas de integración

que se desarrollan en esta tesis, siendo factible la comparación entre los distintos

métodos ya existentes en dicho código.

En general, siempre que sea posible, los resultados de las formulaciones pro-

puestas se comprobarán resolviendo problemas con solución anaĺıtica conocida.

1.4 Estructura de la tesis

El desarrollo de esta memoria está estructurado en siete caṕıtulos donde se

pretende analizar las distintas aportaciones mencionadas anteriormente.

El primero de ellos corresponde a esta introducción que sirve como presentación

y alcance de los objetivos finales de la tesis, aśı como la metodoloǵıa ya comentada.

El segundo caṕıtulo es una breve introducción a los métodos sin malla, tanto en

lo referente a la estructura matemática en la que están basados, como a los diferentes

métodos que han ido surgiendo a lo largo de estos últimos años. Para cada uno de

estos métodos, los más populares, se realiza un breve desarrollo de la construcción de

la aproximación en la que están basados, aśı como la problemática que los envuelve.

Uno de estos métodos es la base principal en la que se asienta el desarrollo

de esta tesis, el método de los Elementos Naturales. Dicho método se analiza en

profundidad en el tercer caṕıtulo, aśı como sus propiedades y algunas de las nuevas

versiones existentes en la literatura.

El cuarto caṕıtulo desarrolla nuevas técnicas de integración numérica apli-

cadas al método de los Elementos Naturales. Se analiza la implementación de dichas

técnicas en el código de Elementos Naturales, los resultados numéricos obtenidos en
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distintos problemas en dos y en tres dimensiones y las comparaciones con el método

de Elementos Finitos y Elementos Naturales en su versión estándar.

El quinto caṕıtulo describe el comportamiento del método de los Elementos

Naturales en la simulación de medios incompresibles. Se proponen formulaciones

mixtas y enriquecidas del método, analizando su comportamiento y propiedades.

Se ofrecen también resultados numéricos de las diferentes formulaciones propuestas

comparadas con las soluciones anaĺıticas de los diferentes problemas.

En el caṕıtulo seis, se presenta el desarrollo de formulaciones de Elementos

Naturales basados en el método de las caracteŕısticas como aplicación a problemas

de dinámica de fluidos, ofreciendo una comparación de los resultados obtenidos junto

con resultados experimentales o provenientes de soluciones anaĺıticas.

Se finaliza con un último caṕıtulo en el que se resume esta memoria y se hace

hincapié en las aportaciones más relevantes que se han producido en su desarrollo.

Asimismo, se enumeran las ĺıneas de investigación que, a juicio del autor, quedan

abiertas como consecuencia de la misma.



Caṕıtulo

2

Métodos sin malla

Desde su aparición, en la década de los años 50, el método de los Elementos

Finitos ha sido el método de cálculo más popular y usado en ingenieŕıa. Sin embar-

go, este procedimiento no es siempre el más ventajoso. De hecho, existen fenómenos

cuya simulación mediante el MEF proporciona resultados poco exactos o, incluso,

directamente inservibles. Como ejemplo, podŕıan citarse aquellos problemas que pre-

sentan una malla muy distorsionada. Recientemente se ha desarrollado una familia

de métodos en los cuales se discretiza el continuo mediante un conjunto de nodos o

part́ıculas, en vez de hacerlo mediante un conjunto de elementos (como es el caso

del método de los Elementos Finitos), sin que aparezcan restricciones sobre la forma

de la malla. Estos métodos reciben el nombre de métodos sin malla y las ventajas

que proporcionan a priori son varias: 1. Permiten grandes deformaciones, ya que

la conectividad entre nodos se genera como parte del cálculo y puede variar en el

tiempo; 2. Son más fáciles de generar, ya que no es necesario hacer una malla de

elementos, sino que basta un conjunto de puntos como dato inicial; 3. Pueden tratar

fácilmente problemas de propagación de grietas; 4. En zonas donde es necesario un

refinamiento pueden añadirse nodos fácilmente, teniendo controlada la precisión de

los métodos (h adaptabilidad); 5. Pueden incorporar en forma simple un enriqueci-

miento de la aproximación.

En general, los métodos sin malla se pueden clasificar según dos criterios dis-

9
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tintos: principios f́ısicos, o formulaciones computacionales. Teniendo en cuenta el

modelo f́ısico, existen dos clases de métodos sin malla: los que están basados en mo-

delos deterministas, y aquellos que están basados en modelos probabilistas. Por otro

lado, teniendo en cuenta los modelos computacionales, los métodos se pueden dife-

renciar entre aquellos que aproximan la forma fuerte de las ecuaciones en derivadas

parciales, y aquellos basados en la aproximación de la forma débil del problema.

Para aproximar la forma fuerte del problema usando métodos sin malla, se

discretiza la ecuación en derivadas parciales mediante técnicas espećıficas de colo-

cación. Como ejemplo de estos métodos están el smoothed particle hydrodynamics

(SPH), Lucy [1977], y el método de diferencias finitas generalizado, Liszka [1984],

Liszka y Orkisz [1980], entre otros.

La segunda clase de métodos sin malla se establece sobre aproximaciones

Galerkin de la formulación débil, y se denominan métodos de Galerkin sin malla. Co-

mo ejemplo de esta clase de métodos sin malla están el element free Galerkin method

de Belytschko et al. [1994], el método de elementos naturales (Traversoni

[1994], Braun y Sambridge [1995], Sukumar [1998]), el método de partición de

la unidad de Babuška y Melenk [1996], Babuška y Melenk [1997], y muchos

otros.

En este caṕıtulo se pretende introducir esta familia de métodos, que aún se en-

cuentran en fase de desarrollo, aśı como explicar sus ventajas e inconvenientes, como

la imposición de condiciones esenciales de contorno, la integración numérica, etc. El

caṕıtulo está estructurado intentando seguir un orden en el tiempo de la aparición

de dichos métodos, desde la aparición, en la década de los años 70, del método SPH,

hasta los métodos basados en el método de la partición de la unidad, pasando por

los métodos basados en una interpolación por mı́nimos cuadrados móviles.

2.1 El Método de Galerkin
Para describir el método de Galerkin, se presentan a continuación algunas

definiciones y resultados útiles para el desarrollo del mismo. Éstas permitirán intro-

ducir el concepto de espacio de Hilbert y algunos resultados básicos en el análisis

variacional.

2.1.1. Definiciones preliminares

Definición 2.1.1. Sea H un espacio funcional vectorial sobre R. Una forma bilineal

H ×H −→ R
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u, v �−→ (u, v)

se denomina producto escalar si es simétrica y definida positiva, es decir, si cumple

que

(u, v) = (v, u), ∀u, v ∈ H

(u, v) ≥ 0, ∀u ∈ H

(u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0

En tal caso

‖u‖ :=
√

(u, u), u ∈ H

define una norma sobre H . Un espacio vectorial dotado de un producto escalar se

dice espacio pre-Hilbert o eucĺıdeo.

Definición 2.1.2. Dada una sucesión de funciones de un espacio pre-Hilbert, se

dice que es de Cauchy si cumple que

lim
min{n,m}→∞

‖un − um‖ = 0

Definición 2.1.3. Un espacio vectorial H dotado de un producto escalar se dice

espacio de Hilbert si es completo para la norma asociada, es decir, si toda sucesión

de Cauchy del espacio H es convergente.

Definición 2.1.4. El espacio de funciones continuas con soporte compacto se de-

nomina C0(Ω).

C0(Ω) = {f ∈ C(Ω) / f(x) = 0, ∀x ∈ Ω \K,Kcompacto ⊆ Ω}

donde C(Ω) es el espacio de las funciones continuas sobre Ω.

Definición 2.1.5. Dado un abierto Ω de Rn, definimos el espacio L1(Ω) como el

espacio de las funciones integrables en Ω.

A su vez, se define

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R / |f |p ∈ L1(Ω)}
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con (p <∞) es un espacio vectorial cuya norma inducida viene dada por

‖f‖
Lp(Ω)

=

(∫
Ω

|f |p
) 1

p

.

Nota 2.1.1. Los espacios Lp(Ω) son espacios de Banach, es decir, espacios vectoriales

normados y completos.

Ejemplo 2.1.1. Dado un abierto Ω de Rn, se tiene que

L2(Ω) := {f : Ω −→ R medible /

∫
Ω

(f)2dx <∞}.

Con el producto escalar

(f, g) :=

∫
Ω

f(x)g(x)dx

L2(Ω) es un espacio de Hilbert.

Definición 2.1.6. Dado un espacio de Hilbert, se denomina convergencia fuerte a la

convergencia en la norma asociada al producto escalar, es decir, (fn) ⊂ H converge

(fuertemente) a f ∈ H si

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0. (2.1.1)

Se denota por

fn → f.

Definición 2.1.7. Dado un abierto Ω de Rn, definimos

L∞(Ω) = {f : Ω =⇒ R / ∃c ≥ 0 t.q. |f(x)| ≤ c c.t.p. x ∈ Ω}

con (p <∞). L∞ es un espacio vectorial que tiene inducida la norma

‖f‖
L∞(Ω)

= inf{c / |f(x)| ≤ c c.t.p. x ∈ Ω} = supess
x∈Ω

|f(x)|.

L∞ es un espacio vectorial normado. Se denota por supess al supremo esencial.

Definición 2.1.8. Sea H un espacio de Hilbert, (fn) ⊂ H converge débilmente a

f ∈ H y lo denotaremos por

fn ⇀ f
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si

(fn, g) → (f, g), ∀g ∈ H.

A continuación se presentan algunos resultados que se derivan directamente

de las definiciones anteriores. Muchas de las demostraciones de dichos resultados se

omiten para no hacer muy extensa esta Tesis, pues son resultados que se pueden

encontrar, por ejemplo, en textos clásicos de Análisis Matemático como, por ejemplo,

Rektorys [1980].

Proposición 2.1.1. Si fn → f , entonces fn ⇀ f , es decir, la convergencia fuerte

implica la convergencia débil.

El rećıproco de este resultado no es cierto en general y la demostración es trivial.

Proposición 2.1.2. Si H es un espacio de Hilbert de dimensión finita, la conver-

gencia fuerte y débil son equivalentes.

Demostración. Basta con tomar una base ortonormal y demostrar que las compo-

nentes convergen. Sea e1, . . . , em base ortonormal de H, fn ⇀ f.

Se tiene que

f =
m∑

j=1

(f, ej)ej ∀f ∈ H

Teniendo en cuenta que converge débilmente,

(fn, ej) −→ (f, ej) ∀j

Entonces, (fn, ej)ej −→ (f, ej)ej en H. Por lo tanto,

m∑
j=1

(fn, ej)ej −→
m∑

j=1

(f, ej)ej

O lo que es lo mismo, fn −→ f.

Teorema 2.1.3. En un espacio de Hilbert, toda sucesión débilmente convergente es

acotada.

Demostración. Véase Rektorys [1980].

Definición 2.1.9. Un subespacio V de un espacio de HilbertH, V ⊂ H se denomina

denso en H si para toda función u en H se puede encontrar una sucesión de funciones

un ∈ V que converge a u en H .
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Lema 2.1.4. Sea H un espacio de Hilbert y V ⊂ H denso en H. Sea una sucesión

(fn) ⊂ H. Entonces si (fn) es acotada, es decir, existe M tal que

‖fn‖ ≤M, ∀n ∈ N;

y además

(fn, g) → (f, g), ∀g ∈ V,

entonces

fn ⇀ f.

Demostración. Sean u ∈ H y v ∈ V cualesquiera. Entonces

|(fn − f, u)| ≤ |(fn, u− v)| + |(fn − f, v)| + |(f, u− v)|,

de donde se deduce el resultado.

Definición 2.1.10. Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesión (en)n≥1 ⊂ H se dice

base hilbertiana (numerable) de H si

(en, em) = δnm, ∀n,m

y R〈en : n ≥ 1〉, el conjunto de las combinaciones lineales (finitas) generado por

(en)n≥1 ⊂ H , es denso en H .

Nota 2.1.2. Nótese que si denotamos En := R〈en〉, entonces

PEnu = (u, en)en,

para todo u ∈ H , donde PEn
1, es la proyección de la n-ésima componente. Si Vn :=

R〈e1, . . . , en〉
PVnu =

n∑
j=1

(u, ej)ej .

Teorema 2.1.5. Sea u ∈ H. Entonces

u =

∞∑
n=1

(u, en)en,

1Al operador P (PK : H → K) que a f ∈ H le asocia el único u ∈ K y satisface que ∀f ∈ H,
existe un único u ∈ K(K ⊂ H, convexo, cerrado y no vaćıo), tal que, ‖f − u‖ = min

v∈K
‖f − v‖ se le

denomina proyección sobre K.
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es decir, la serie anterior converge en H a u. Además se tiene la llamada igualdad

de Bessel-Parseval:

‖u‖2 =
∞∑

n=1

|(u, en)|2.

Demostración. Puede consultarse en Rektorys [1980].

Ejemplo 2.1.2. Sea (en) una base Hilbertiana de un espacio de Hilbert H . Entonces

la sucesión (en) converge débilmente a 0, pero no fuertemente.

Demostración. Sea g ∈ R〈en, n ≥ 1〉, entonces

〈en, g〉 = 〈en,
n∑

i=1

λiei〉 −→ 0 = 〈0, g〉

‖en‖ ≤ 1 ∀n⇒ en ⇀ 0

débilmente, por el lema 2.1.4.

‖en‖ = 1 ⇒ en � 0

Ejemplo 2.1.3. En las mismas hipótesis que el ejemplo anterior, la sucesión

xn := nen

(que no es acotada), cumple

(xn, g) → (0, g), ∀g ∈ R〈ei : i ≥ 1〉,

pero, en cambio, no converge débilmente a 0, ya que definiendo

u :=

∞∑
n=1

1

n
en,

se tiene que

(xn, u) = 1,

para todo n.
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2.1.2. Espacios de Sobolev. Problemas variacionales

A continuación se definen conceptos relativos a los espacios de Sobolev, paso

previo para un estudio posterior de los problemas variacionales.

Definición 2.1.11. Se denota por D(Ω) al espacio de funciones indefinidamente

diferenciables sobre Ω (C∞) y con soporte compacto en Ω.

Definición 2.1.12. Sea Ω un abierto de Rn. Se denomina espacio de Sobolev a

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) / ∂αu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}.

En el caso p = 2, se denota Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Introducimos en Wm,p(Ω) la norma

‖u‖
m,p,Ω

=

( ∑
0≤|α|≤m

‖∂αu‖p
Lp(Ω)

) 1
p

y, por tanto,

‖u‖
m,2,Ω

= ‖u‖
m,Ω

=

( ∑
0≤|α|≤m

‖∂αu‖2
L2(Ω)

) 1
2

Definición 2.1.13. Un espacio vectorial se dice separable, si posee un subconjunto

denso y numerable.

Teorema 2.1.6. El espacio Hm(Ω) es un espacio de Hilbert separable.

Lema 2.1.7. D(Rn) es denso en Hm(Rn), es decir, Hm
0 (Rn) = Hm(Rn).

Demostración. La demostración del Teorema y el Lema anteriores puede consultarse

en Rektorys [1980] (página 334) y las referencias que en él se dan.

Definición 2.1.14. Sea V espacio de Hilbert, con producto escalar (·, ·) y norma

asociada ‖ · ‖.
Sea a : V × V −→ R una forma bilineal continua.

Y sea l : V −→ R una forma lineal y continua. Entonces el problema

(P )

{
Calcular u ∈ V tal que,

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V.

(P ) se denomina Problema Variacional Abstracto.
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Definición 2.1.15. Se dice que una forma bilineal a es V -eĺıptica (o coercitiva) si

∃ una constante α > 0 tal que a(v, v) ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ V.

Teorema 2.1.8 (Lax-Milgram). Supongamos que en el problema variacional (P ),

la forma bilineal es V -eĺıptica. Entonces existe solución única y la aplicación que

lleva de la forma lineal l a la solución u es continua.

Demostración. Puede consultarse en la mayoŕıa de textos clásicos, como por ejem-

plo, en Rektorys [1980].

Proposición 2.1.9. Sean aij ∈ L∞(Ω), a0 ∈ L∞(Ω) 1 ≥ i, j ≥ n y

a(u, v) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xj

∂v

∂xi

dx+

∫
Ω

a0uvdx, u, v ∈ H1(Ω)

a : H1(Ω) ×H1(Ω) −→ R

es una forma bilineal y continua.

Demostración. En efecto,

|a(u, v)| ≤
n∑

i,j=1

∫
Ω

|aij|
∣∣∣ ∂u
∂xj

∣∣∣∣∣∣ ∂v
∂xi

∣∣∣dx+

∫
Ω

|a0(x)||u||v|dx ≤

≤ máx
{
‖aij‖

L∞(Ω)
, ‖a0‖

L∞(Ω)

}( n∑
i,j=1

∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥
L2(Ω)

∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥
L2(Ω)

+ ‖u‖
L2(Ω)

‖v‖
L2(Ω)

)
≤

≤ C‖u‖
1,Ω

‖v‖
1,Ω

Por lo tanto, a es continua.

Proposición 2.1.10 (Hipótesis de Elipticidad). Teniendo en cuenta los resul-

tados anteriores,

∃α > 0 tal que ∀ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn se tiene que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α

n∑
i=1

ξi
2 = α‖ξ‖2

2, ∀x ∈ Ω.
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a0(x) ≥ α0 ≥ 0, x ∈ Ω.

Si se verifican las hipótesis de desigualdad se tiene que:

a es V -eĺıptica si α0 > 0 ∧ si V ∩ P0 = 0, cuando α0 ≥ 0.

Demostración. En efecto,

a(v, v) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂v

∂xj

∂v

∂xi

dx+

∫
Ω

a0v
2 ≥ α

∫
Ω

n∑
i=1

(
∂v

∂xi

)2dx+ α0

∫
Ω

v2dx

Entonces, se tiene que

a(v, v) ≥ α|v|2
1,Ω

+ α0‖v‖2

L2(Ω)
≥

⎧⎨⎩≥ min{α, α0}‖v‖2

1,Ω
; si α0 > 0.

≥ α|v|2
1,Ω

≥ β‖v‖2

1,Ω
; si α0 ≥ 0 ∧ V ∩ P0 = 0.

(2.1.2)

Proposición 2.1.11 (Problema Variacional Eĺıptico). Sea f ∈ L2(Ω) y defini-

mos la aplicación l lineal y continua, tal que,

l : H1(Ω) −→ R

v �−→ l(v) =

∫
Ω

fv

Si al problema (P ) consistente en:

(P )

{
Encontrar u ∈ V tal que

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V

le aplicamos el Teorema de Lax-Milgram 2.1.8, (P ) admite solución única (supuesto

que la forma bilineal a es V -eĺıptica).

Demostración. Puede consultarse en Rektorys [1980].

2.1.3. Problemas de Contorno Eĺıpticos

Veamos a continuación la formulación variacional de los problemas de contorno

eĺıpticos:

Dados
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a) V espacio de Hilbert (H1
0 (Ω) ⊆ V ⊆ H1(Ω)).

b) a(·, ·) una forma bilineal continua sobre V × V.

c) l(·) una forma lineal continua sobre V.

d) El problema variacional abstracto

(P )

{
Encontrar u ∈ V tal que,

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V.

Se considera ahora {Vh}h>0 (h → 0) con Vh subespacio de dimensión finita

de V. Por lo tanto podemos definir para cada ı́ndice h, el problema (que también

será variacional)

(Ph)

{
Calcular uh ∈ Vh tal que,

a(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh.

Vh también será espacio de Hilbert por ser subespacio de dimensión finita de un

espacio de Hilbert V, con su correspondiente norma inducida de V.

Si la forma bilineal a es V -eĺıptica, es decir, si

∃α > 0 tal que a(u, u) ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ V,

entonces también la forma bilineal a es Vh-eĺıptica, es decir,

∃α > 0 tal que a(uh, uh) ≥ α‖uh‖2, ∀uh ∈ Vh ⊆ V.

Aplicando el lema de Lax-Milgram anterior, (P ) y (Ph) tienen solución única.

Nota 2.1.3. Los problemas Ph están definidos en espacios de dimensión finita, de

forma que es posible poner sus elementos como combinación de una base de dichos

espacios. Bastará con resolver un sistema de ecuaciones lineales para obtener la

solución uh.

Proposición 2.1.12 (Lema de Cèa). Bajo las hipótesis anteriores (problemas

variacionales) y con una forma bilineal coercitiva (V -eĺıptica), se tiene que

‖u− uh‖ ≤ M

α
Inf
vh∈Vh

‖u− vh‖,

donde M es la constante de continuidad de la forma bilineal, y α es la constante de

coercitividad de la misma.
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Demostración.

a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− uh + vh − vh)

Teniendo en cuenta la bilinealidad de a,

= a(u− uh, u− vh) − a(u− uh, uh − vh) = a(u− uh, u− vh),

ya que como u es solución de P , tomando wh ∈ Vh, entonces a(u, wh) = l(wh) y

a(uh, wh) = l(wh) se tiene que a(u− uh, uh − vh) = 0.

Por lo tanto,

α‖u− uh‖2 ≤ a(u− uh, u− uh) = a(u− uh, u− vh) ≤ , por continuidad

≤M‖u− uh‖ · ‖u− vh‖
De donde,

‖u− uh‖ ≤ M

α
‖u− vh‖, ∀vh ∈ Vh

Nota 2.1.4. Cuando se tome Vh tal que cada vez vaya llenando V (aumentándose

la dimensión del subespacio) entonces la distancia del ı́nfimo se hará más pequeña

obteniendo aśı una mejor aproximación de la solución del problema original (P ) a

través de la de (Ph).

Teorema 2.1.13 (Teorema General de Convergencia). Supongamos que existe

V subespacio denso de V y vh : V −→ Vh, tales que lim
h→0

‖v − vh(v)‖ = 0, v ∈ V.
Entonces el método de aproximación variacional converge, es decir,

lim
h→0

‖u− uh‖ = 0.

Demostración. Sea ε > 0, con V subespacio denso en V, entonces

∃v ∈ V tal que ‖u− v‖ ≤ ε

2c

con c = M
α
. Por la hipótesis del Teorema,

∃h0 tal que ‖v − vh(v)‖ < ε

2c
, ∀h ≤ h0.
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Finalmente,

‖u− uh‖ ≤ c‖u− vh(v)‖ ≤ c

(
‖u− v‖ + ‖v − vh(v)‖

)
≤ ε.

Ya que vh(v) pertenece al subespacio Vh.

Teorema 2.1.14. Si la forma bilineal continua a es V -eĺıptica, entonces ∃um ∈ Vm

solución única del problema (Pm), y el lim
m→∞

um = u, en V (fuertemente), donde u

es la solución del problema (P ).

Demostración. Basta aplicar el Teorema General de Convergencia, con h = 1
m
, Vh =

Vm, V = V y vh =
∏

m (Proyección ortogonal de V en Vm).

Nota 2.1.5 (Interpretación del PVI). En primer lugar, como D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂

V ⊂ H1(Ω), si u es solución de (P ) se tiene que

a(u, ϕ) = l(ϕ), ∀ϕ ∈ D(Ω)

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
+

∫
Ω

a0uϕ =

=
n∑

i,j=1

〈
− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
, ϕ

〉
+ 〈a0u, ϕ〉 =

=

〈
−

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ a0u, ϕ

〉
=

= 〈Au, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉.
Entonces Au = f en D′(Ω).2 Aśı, Au = f en L2(Ω), es decir, en casi todo

punto x ∈ Ω.

Por lo tanto, el problema (P ) es equivalente al siguiente:

Encontrar u ∈ V , que cumpla que Au = f en casi todo punto x ∈ Ω y tal que

a(u, v) =
∫

Ω
Auvdx, ∀v ∈ V.

2Se denota por D′(Ω) a toda forma lineal y continua sobre D(Ω). T ∈ D′(Ω) ⇒ T (φ) =
〈T, φ〉 ∀φ ∈ D(Ω).
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Una vez definidos todos los elementos anteriores, considérese el espacio de

Hilbert H y un subespacio M ⊂ H denso en H . Consideremos ϕ1, ϕ2, . . . una base

de H . Supongamos que existe u ∈ H tal que

(u, ϕk) =

∫
Ω

u(x)ϕk(x)dx = 0 ∀k (2.1.3)

entonces debe darse que u = 0 en H , como se demuestra en Rektorys [1980].

Proposición 2.1.15. Sea ϕ1, ϕ2, . . . una base de H, se tiene que el conjunto N

formado por elementos construidos de la siguiente forma,

n∑
k=1

akϕk (2.1.4)

es denso en H.

De esta forma, se puede concluir que se cumple que(
u,

n∑
k=1

akϕk

)
= 0 (2.1.5)

para cualquier elemento de N formado teniendo en cuenta la definición dada en la

ecuación (2.1.4).

Demostración. Trivial.

2.1.4. Método de Galerkin

Llegados a este punto, se está en condiciones de describir el método de Galerkin.

Dada

Au = f (2.1.6)

una ecuación diferencial en el espacio H , si es posible encontrar un elemento u0 ∈
DA

3 que cumpla (
Au0 − f, ϕk

)
= 0 ∀k = 1, 2, . . . (2.1.7)

entonces, de acuerdo con (2.1.3), se tendŕıa que

Au0 − f = 0 en H (2.1.8)

3Se denota por DA al dominio del operador diferencial A.
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de forma que u0 seŕıa la solución del problema (2.1.6).

Nota 2.1.6. Este razonamiento constituye la base del método de Galerkin, que es

la base fundamental de la mayoŕıa de los métodos sin malla y del método de los

Elementos Finitos.

A continuación, consideremos de nuevo la base del subespacio M , ϕ1, ϕ2, . . .

Podemos construir una solución aproximada u0 a partir de esta base, en la forma

un =

n∑
k=1

akϕk (2.1.9)

siendo n un número arbitrario, pero fijo. Los coeficientes ak serán, a partir de este

momento, nuestras incógnitas. En el método de Galerkin, estas constantes se calculan

imponiendo la siguiente igualdad,

(An − f, ϕk) = 0 ∀k = 1, . . . , n (2.1.10)

La ecuación (2.1.10) representa un sistema de n ecuaciones con n incógnitas

(los coeficientes ak). Dado que el operador diferencial A es lineal, las ecuaciones

anteriores se podrán transformar en

(a1Aϕ1 + . . .+ anAϕn − f, ϕk) = 0 k = 1, . . . , n (2.1.11)

o bien,

(Aϕ1, ϕ1)a1 + (Aϕ2, ϕ1)a2 + . . .+ (Aϕn, ϕ1)an = (f, ϕ1),

(Aϕ1, ϕ2)a1 + (Aϕ2, ϕ2)a2 + . . .+ (Aϕn, ϕ2)an = (f, ϕ1),

. . .

(Aϕ1, ϕn)a1 + (Aϕ2, ϕn)a2 + . . .+ (Aϕn, ϕn)an = (f, ϕ1) (2.1.12)

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente teorema:

Teorema 2.1.16. Sea A un operador definido positivo sobre un conjunto DA, den-

so en un espacio separable de Hilbert H y sea también f ∈ H. Consideramos los

elementos ϕ1, ϕ2, ... ∈ DA, que constituyen una base de DA. Entonces, la sucesión

de Galerkin (2.1.9) con las constantes a1, a2, ... determinadas uńıvocamente por las

condiciones (2.1.10), esto es, por el sistema (2.1.12) en el caso lineal, converge a la

solución de la ecuación Au = f .
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Nota 2.1.7. El método de Galerkin ha sido desarrollado usando la misma base en la

construcción de la solución aproximada (2.1.9) y en la formulación de la condición

(2.1.10). En estas condiciones, el método se denomina en ocasiones como de Bubnov-

Galerkin. Si estas bases se escogen diferentes, el método suele denominarse de Petrov-

Galerkin.

2.2 Solución débil del problema de valores en el
contorno

La mayoŕıa de los métodos sin malla surgen de la búsqueda de una solución

débil al problema de valores en el contorno. Esta es la razón por la que se incluye

aqúı un breve repaso de su definición y de sus propiedades más importantes. Sin

embargo, hay que hacer notar que no todos los métodos sin malla utilizan la forma

débil del problema, aunque śı los más extendidos como el Element Free Galerkin

de Belytschko et al. [1994], o las nubes h-p de Duarte y Oden [1996].

Previamente se introducirán algunos conceptos necesarios para la obtención de la

forma débil del problema de valores en el contorno.

Definición 2.2.1. Se denomina C∞(Ω) al conjunto, lineal, de todas las funciones

u(x) que son continuas y tienen derivadas de cualquier orden en el dominio cerrado Ω.

Utilizando ahora la notación de multíındices:

i = (i1, i2, ..., iN) (2.2.1)

se pude definir la siguiente derivada

Diu =
∂i1+...+iNu

∂xi1
1 , ..., ∂x

iN
N

=
∂|i|u

∂xi1
1 , ..., ∂x

iN
N

(2.2.2)

y se define, a partir de ellos, un producto interno que se denota por:

(u, v)Hk =
∑
|i|≤k

∫
Ω

Diu DivdΩ, u ∈ C∞(Ω), v ∈ C∞(Ω) (2.2.3)

Con este producto interno es inmediato definir una norma en el espacio C∞(Ω):

‖u‖Hk =
√

(u, u)Hk, u ∈ C∞(Ω) (2.2.4)
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con la cual el espacio C∞(Ω) adquiere estructura de espacio métrico o pre-Hilbert,

denominándose habitualmente por Sk
2 .

Nota 2.2.1. Obsérvese que Sk
2 no es un espacio de Hilbert, puesto que no se le ha

exigido que sea completo. Por tanto, una sucesión de Cauchy {un} ∈ Sk
2 puede tener

ĺımite en el propio Sk
2 o fuera de él. En este último caso, dado que la sucesión {un}

es de Cauchy en Sk
2 , la sucesión de sus derivadas {Diun}, con |i| ≤ k lo será en L2

(puede consultarse una demostración rigurosa en Rektorys [1980]). En este caso,

se cumplirá que:

lim
n→∞

Diun = v(i) en L2(Ω) (2.2.5)

Definición 2.2.2. A las funciones v(i) se las denomina derivadas generalizadas de

u.

Nota 2.2.2. Tal y como se han definido los espacios de Sobolev, (2.1.12), se tiene

que el espacio de Hilbert cuyos elementos pertenecen a L2(Ω) y tienen derivadas

generalizadas hasta el orden k se le denomina W k,2(Ω) = Hk(Ω). Por tanto, el

espacio Hk(Ω) estará formado por funciones que provienen de C∞(Ω) y por aquellas

funciones de L2(Ω) para las cuales es posible hablar —en sentido generalizado— de

derivada hasta el orden k.

Definición 2.2.3. Para toda función continua en Ω su valor en el contorno del

dominio estará definido uńıvocamente. A la función u(s) se la denomina traza de la

función u(x) ∈ C∞(Ω). Esta función será, por definición, continua en Γ = ∂Ω.

En el caso ĺımite de que u ∈ H1, entonces es posible demostrar que existe

un operador acotado, T , que traslada el espacio H1(Ω) en L2(Γ), de forma que

Tu(x) = u(s) (se recomienda la consulta de Rektorys [1980] y las referencias

que en él se dan). Lógicamente, si se considera que u ∈ Hk, con k > 1 no existe

ningún problema, dado que entonces Hk ⊂ H1. En otro caso, la definición de traza

no estaŕıa uńıvocamente determinada.

Para la introducción del concepto de solución débil del problema de valores en

el contorno se puede utilizar, sin pérdida de generalidad, la ecuación de Poisson con

condiciones de Dirichlet como base del razonamiento. Aśı el problema vendrá dado

por una ecuación en derivadas parciales del tipo:

− ∆u = f (2.2.6)
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sujeto a las condiciones de contorno

u = g(s) , en Γ = ∂Ω (2.2.7)

Se introduce en este punto el espacio de funciones V como aquel que contiene a las

funciones de H1(Ω) y que satisface las condiciones de contorno homogéneas u = 0

en Γ. Es decir,

V = {v ∈ H1
/
v = 0 en Γ} (2.2.8)

Si se toma una función arbitraria v ∈ V y se multiplica la ecuación (2.2.6) por ella,

se tiene

−
∫

Ω

v∆u dΩ =

∫
Ω

vf dΩ (2.2.9)

Si a esta expresión le aplicamos el teorema de la divergencia, se obtiene

−
∫

Ω

v
∂2u

∂xi
dΩ = −

∫
Γ

v
∂u

∂xi
nidΓ +

∫
Ω

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dΩ (2.2.10)

donde se ha utilizado el convenio de ı́ndices repetidos. Puesto que se cumple que

v = 0 en Γ, entonces ∫
Γ

v
∂u

∂xi
nidΓ = 0 (2.2.11)

con lo cual se tiene finalmente que

−
∫

Ω

v∆u dΩ =

N∑
i=1

∫
Ω

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dΩ (2.2.12)

de donde
N∑

i=1

∫
Ω

∂v

∂xi

∂u

∂xi

dΩ =

∫
Ω

vf dΩ (2.2.13)

donde la función v ha sido escogida arbitrariamente. A partir de lo anterior se puede

construir la siguiente

Definición 2.2.4. Sea g(s) la traza de una función w ∈ H1(Ω) arbitraria y sea

f ∈ L2(Ω). La función u ∈ H1(Ω) se denomina solución débil del problema de

valores en el contorno dado por las ecuaciones (2.2.6) y (2.2.7) si

z = u− w ∈ V (2.2.14)
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y si
N∑

i=1

∫
Ω

∂v

∂xi

∂z

∂xi
dΩ =

∫
Ω

vf dΩ se cumple para todo v ∈ V

Nota 2.2.3. Un hecho fundamental en este desarrollo es, por un lado, que inicial-

mente, por exigencias del operador diferencial ∆, la función solución fuerte o clásica

del problema, en caso de existir, debe pertenecer al espacio C2(Ω) —de lo contrario

no existiŕıa la expresión (2.2.6)—. Como consecuencia de la manipulación efectuada

anteriormente, la solución débil del problema se busca en el espacio H1, es decir, se

han rebajado las exigencias sobre el espacio de búsqueda.

Nota 2.2.4. Otro comentario interesante surge al considerar condiciones de contorno

esenciales no homogéneas (es decir, del tipo g(s) �= 0, ecuación (2.2.7)). Aparece un

nuevo problema, dado que se pierde la linealidad del conjunto de funciones en el que

buscamos la solución. Supóngase un problema en el que la condición de contorno

exige que u = 2 en Γu. El conjunto de funciones que cumple estas condiciones de

contorno no es lineal, desde el momento en que dos de sus funciones, u y v, cumplen

que u+v = 4 en Γu y, por tanto, no pertenece al mismo espacio que u y que v. Para

solventar este problema en el método de Galerkin (y en particular en la exposición

anterior) se ha acudido al siguiente artificio: supóngase que se es capaz de encontrar

una función w, continua en Ω, de tal forma que −∆w ∈ L2(Ω) y que cumple la

condición (2.2.7). Entonces se expresa la solución del problema en cuestión como

una combinación

u = w + z (2.2.15)

quedando un problema en la variable z

− ∆z = f + ∆w, en Ω (2.2.16)

z = 0, en Γ (2.2.17)

que puede ser resuelto mediante la técnica expresada anteriormente. De aqúı la

exigencia (2.2.14) introducida anteriormente. Por tanto, a las funciones ϕk que cons-

tituyen la base del espacio donde opera el funcional A se les exige que cumplan

ϕk = 0 en Γ.

Obsérvese, que si se escoge la función v como una serie de funciones base

del espacio de búsqueda, entonces se puede aplicar al método de Galerkin descrito

anteriormente, para encontrar una solución débil aproximada al problema de valores

en el contorno. El método de los Elementos Finitos es el método más extendido para
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construir esta base, a través del espacio de polinomios a trozos sobre el dominio en

estudio Ω.

Los métodos sin malla surgen precisamente del empleo de técnicas de cons-

trucción de esta base que no exijan al usuario una malla de fondo (aunque a menudo

śı existe una para efectuar la integración numérica) y que, sobre todo, no sean

sensibles a la distorsión de ésta. En los sucesivos apartados se efectúa una descripción

de algunas de estas técnicas que mayor popularidad han alcanzado.

2.3 Smoothed Particle Hydrodynamics
Tal y como se ha comentado en la introducción de este caṕıtulo, el método

Smoothed Particle Hydrodynamics se caracteriza por construir una aproximación de

la forma fuerte del problema de valores en el contorno (Li y Liu [2002]). Este

método fue uno de los primeros métodos sin malla en ser desarrollado, véase Lucy

[1977], y se conoce por las siglas SPH.

El SPH surge en el campo de la Astrof́ısica, en la simulación y evolución de

galaxias, que siguen leyes similares a la hidrodinámica de Newton, de ah́ı el nombre

del método, ya que el movimiento colectivo de esas part́ıculas (estrellas o galaxias)

es similar al movimiento de un ĺıquido o de un gas. La idea del método es algo

contraria a los conceptos de los métodos convencionales de discretización. En éstos,

se discretiza un sistema continuo en un sistema discreto de ecuaciones algebraicas. En

aplicaciones astrof́ısicas, el sistema real es discreto; para poder evitar singularidades,

se genera un campo local continuo introduciendo una función núcleo, la cual puede

servir como campo suavizado de interpolación. Este núcleo puede interpretarse como

la probabilidad de encontrar una part́ıcula en una determinada posición. Por lo

tanto, el soporte de dicho núcleo es compacto y se anula a una determinada distancia

lo suficientemente lejana de la posición inicial de la part́ıcula a la cual está asociado.

Hoy por hoy, el SPH está siendo usado en simulaciones de supernovas, Hult-

man y Pharayn [1999], colapsos y formaciones de galaxias, Berczik [2000],

tratamiento de agujeros negros y estrellas neutras, Lee [1998], Monaghan [1990],

aśı como en la simulación en Mecánica de Sólidos y Fluidos, Bonet y Lok [1999].

2.3.1. Construcción de la aproximación

Básicamente se puede decir que es una interpolación basada en estimadores

del núcleo. Esencialmente el método consiste en encontrar una función núcleo lo

suficientemente suave, denominada W (x, h), donde h es el soporte de dicho núcleo.
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El estimador del núcleo, uh(x), de la función u(x) definida en un dominio Ω

viene dado por

uh(x) =

∫
Ωy

u(y)W (x− y, h)dΩy (2.3.1)

La idea es elegir Wh tal que cumpla las siguientes propiedades para cualquier

número real h ≥ 0

(i) lim
h→0

∫
Ωy

u(y)W (x − y, h)dΩy = u(x)

(ii)
∫
Ωy
W (x − y, h)dΩy = 1

(iii) W es una función de soporte compacto.

(iv) W es una función monótona decreciente con la distancia.

(v) W (x − y, h) ∈ Cp(Rn), p ≥ 1

Nota 2.3.1. La condición (i) impone en realidad a la función W que su compor-

tamiento sea como el de una Delta de Dirac cuando el soporte se aproxima a cero.

La exigencia de soporte compacto está relacionada con esto último, pero es común a

todos los métodos, por la conveniencia de evitar matrices llenas. La última exigen-

cia permite asegurar que el núcleo es continuo, de forma que el campo de variables

derivadas sea suave.

Dado que el SPH trabaja sobre la forma fuerte del problema, es habitual que

se dé W ∈ C2(Ω) o superiores.

Ejemplo 2.3.1. Un núcleo muy utilizado es la función Gaussiana:

W (x, h) =
1

(πh2)n/2
exp

[
− x2

h2

]
(2.3.2)

También los splines son muy utilizados para este fin.

El soporte de estas funciones de forma es usualmente un disco centrado en

el nodo (o bien una esfera en tres dimensiones), pero es posible obtener soportes

rectangulares mediante el uso de productos tensoriales (figura 2.1):

W (x− xI) = W (x− xI)W (y − yI) (2.3.3)
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�I

�
�I

�

Figura 2.1: Recubrimiento de un dominio bidimensional Ω por las funciones de forma
asociadas a cada nodo.
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La ecuación (2.3.1) se discretiza mediante cuadratura nodal, dando lugar a:

uh(x) =
∑

I:x∈ΩI

W (x − xI)∆VIuI (2.3.4)

o bien:

uh(x) =
∑

I:x∈ΩI

ΦI(x)uI (2.3.5)

donde las ΦI representan las funciones de forma del método y la cantidad ∆VI

representa una medida del volumen (área en 2D) que rodea al nodo I.

Ejemplo 2.3.2. Por ejemplo, definimos la siguiente función

Wh(x) =

{
C0 exp h2

‖x‖2−h2 , para ‖x‖ < h

0, para ‖x‖ ≥ h
(2.3.6)

donde ‖ · ‖ denota la norma Eucĺıdea, que satisface los puntos (i),(ii),(iii),(iv) y (v)

anteriores para un C0 adecuado.

Teorema 2.3.1. Sea u(x) ∈ Lp(Ω) entonces

(i) ‖uh‖
Lp(Ω)

≤ ‖u‖
Lp(Ω)

(ii) lim
h→0

‖u− uh‖ =
Lp(Ω)

0

Demostración. Basta tener en cuenta el Teorema General de Convergencia. Véase

Oden y Reddy [1976].

La integral (2.3.1) está aproximada suponiendo que el dominio está dividido

en N pequeños elementos con masa m1, m2, . . . , mN . La contribución de cada uno

de estos elementos I cuya masa viene dada por mI y cuyo centro de masas es xI , es,

Wh(x − xI)u(xI)mI
1

ρ(xI)

donde ρ(xI) es la densidad en el punto xI y (2.3.1) está estimado por

uh(x) =
∑

I∈Q(x)

Wh(x − xI)u(xI)∆VI (2.3.7)

siempre y cuando Wh tenga soporte compacto, que es una de las propiedades men-

cionadas anteriormente.
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Nota 2.3.2. Nótese que no es necesario el uso de una malla, no hay conexiones fi-

jadas entre los distintos nodos del dominio. La estimación de la cantidad ∆VI , que

representaŕıa una medida del volumen que rodea al nodo I supone a veces un pro-

blema añadido a esta formulación, dado que se está planteando una aproximación

enteramente basada en nodos. Esta partición del dominio no es fácil en general

(geométricamente hablando), si se tiene en cuenta un problema tridimensional com-

plicado.

La aproximación de las derivadas espaciales de u se obtiene sustituyendo ∇ ·
u(x) para u(x) en (2.3.1).

∇ · uh(x) =

∫
Ω

Wh(x − y)∇ · u(y)dy (2.3.8)

Tras varios pasos, véase Swegle et al. [1994], se demuestra que

∇ · uh(x) = −
∫

Ω

u(y) · ∇Wh(x − y)dy (2.3.9)

Aśı la aproximación del núcleo permite que los gradientes espaciales queden

determinados directamente por los valores de la función y de las derivadas del núcleo,

en vez de por las derivadas de la propia función. Como se ha comentado antes, la

integral que seŕıa una aproximación continua, se transforma en la suma discreta de

puntos de interpolación, Swegle et al. [1994],

∇ · uh(x) = −
∑

I∈Q(x)

∆VIu(xI) · ∇Wh(x − xI) (2.3.10)

Las expresiones (2.3.5) y (2.3.10) se usan en el método SPH para resolver pro-

blemas de valores en el contorno aplicando directamente las ecuaciones en derivadas

parciales en los nodos xI , Swegle et al. [1994]. Siguiendo este proceso de colo-

cación se obtiene un sistema discreto de ecuaciones que puede ser resuelto para

obtener los coeficientes de u(xI).

El SPH ha sido empleado en simulaciones en mecánica de sólidos y fluidos,

tanto compresibles como incompresibles. Sin embargo, es uno de los métodos con

problemas de tipo numérico de más variada ı́ndole. A continuación se analizan al-

gunos de ellos.



Caṕıtulo 2. Métodos sin malla 33

2.3.2. Problemática del SPH

Inestabilidad

En determinadas circunstancias, especialmente en la simulación de sólidos

sometidos a un estado de tracción, se observó que el movimiento de las part́ıcu-

las era inestable. Este problema está relacionado con la incapacidad del método

de reproducir exactamente un estado de desplazamientos lineal, lo que se denomina

usualmente falta de consistencia lineal, es decir, el método no es capaz de reproducir

un campo lineal de forma exacta.

Se han propuesto muy variadas soluciones a este problema. Quizá la más exi-

tosa es la adición al problema de otro conjunto de nodos denominados puntos de

tensión (“stress points”). En estos puntos se evalúan las tensiones u otras mag-

nitudes derivadas del campo esencial, de forma que velocidades, aceleraciones y

desplazamientos se mantienen en las part́ıculas del método.

Otras aproximaciones al problema incluyen la adición de términos correctores

al núcleo que dependen de la posición relativa de los nodos, con lo que se complica

la evaluación de las funciones de forma.

Modos espurios de deformación

Los modos espurios de deformación, que también existen en determinadas for-

mulaciones de Elementos Finitos con integración reducida, se observan también en

el SPH. La causa debe buscarse en el hecho de que las derivadas del campo esencial

se evalúan en los nodos, donde la función W tiene derivadas nulas. Para solucionar

esto se puede, simplemente, calcular tensiones y deformaciones en otros puntos que

no sean los nodos, tal y como se explicó en el apartado anterior.

Inconsistencia

Además de los problemas anteriores, el SPH no parte de una partición de la

unidad —a esta propiedad se hará referencia más adelante—, es decir, no puede

representar un movimiento como sólido ŕıgido adecuadamente. Esto llevó a Liu

et al. [1995] a añadir ciertos términos a la aproximación, de forma que el nuevo

núcleo

W̃ (x − xI , h) = C(x − xI ;x)W (x − xI , h) (2.3.11)

śı posee esta propiedad. Existen hasta siete correcciones de este tipo publicadas,

algunas dando lugar a otro método distinto, como el Reproducing Kernel Particle
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Method, al que se hace referencia en la sección 2.7.

Condiciones de contorno esenciales

La correcta imposición de condiciones de contorno es uno de los temas que

más esfuerzo investigador ha consumido en los últimos años en el ámbito de los

métodos sin malla. El problema resulta del hecho de que, mientras en el método de

los Elementos Finitos las exigencias dadas por la ecuación (2.2.14) se verifican de

manera natural, éstas no se cumplen fácilmente con funciones que tienen un soporte

circular o que, en general, poseen un soporte que no se adapta a la geometŕıa del

contorno. Este problema se debe a dos factores fundamentales. Por un lado, la

función de forma del SPH —como la mayoŕıa de los métodos sin malla— no es

estrictamente interpolante, es decir, no cumple la denominada condición de la Delta

de Kronecker :

ΦI(xJ) �= δIJ (2.3.12)

Este factor introduce una primera dificultad al darse el hecho de que los coeficientes

nodales del sistema discreto de ecuaciones de Galerkin no representan a la variable

nodal evaluada en el nodo, es decir, uh(xI) =
∑

J ΦJ(xI)uJ �= uI . Sin embargo, este

hecho tiene una importancia menor, ya que el paso de la función aproximada por

los valores nodales puede forzarse mediante el uso de multiplicadores de Lagrange

o de formulaciones que incluyan penalización. El problema más grave es que la

aproximación construida de acuerdo a (2.3.5) no permite una verdadera interpolación

en el contorno esencial, es decir, ciertos nodos interiores poseen una influencia no

despreciable sobre el contorno.

Este comentario es extensible a la mayoŕıa de los métodos sin malla.

2.4 Método de Mı́nimos Cuadrados Móviles

Las aproximaciones de mı́nimos cuadrados móviles, originales de Lancaster

y Salkauskas [1986] juegan un papel fundamental en el método de elementos

difusos de Nayroles et al. [1992] y en el Element Free Galerkin Method de

Belytschko et al. [1994].

2.4.1. Construcción de la aproximación

Supongamos que se quiere aproximar una función continua u : Ω −→ R,Ω ⊂
Rd, d = 1, 2 ó 3 y se conocen sus valores uI en los puntos xI ∈ Ω, I = 1, . . . , N. En



Caṕıtulo 2. Métodos sin malla 35

el MMCM (MLSM en nomenclatura inglesa), una función de aproximación global,

Gu, de u se construye primero formando, en cada punto y ∈ Ω, una aproximación

local de mı́nimos cuadrados ponderados, Lyu, definida en términos de algunas base

{Pi}n
i=1, n ≤ N.

Se supone que la base {Pi}n
i=1 tiene la siguientes propiedades:

(i) P1 ≡ 1

(ii) Pi ∈ Cm(Ω), i = 1, . . . , n

(iii) {Pi}n
i=1 es linealmente independiente sobre cualquier conjunto n dado de N

puntos de Ω.

La aproximación local Lyu, para cada punto y ∈ Ω, está definida como

(Lyu)(x) :=

n∑
i=1

ai(y)Pi(x) (2.4.1)

Los coeficientes ai(y) se calculan resolviendo el siguiente problema:

Encontrar a∗(y) ∈ Rn tales que ∀a(y) ∈ Rn,

J(a∗) =

(
u−

n∑
i

a∗iPi , u−
n∑
i

a∗iPi

)
y
≤
(
u−

n∑
i

aiPi , u−
n∑
i

aiPi

)
y

(2.4.2)

donde (·, ·)y es un producto interno ponderado que depende del punto y, y está de-

finido por

(u,v)
y

:=

N∑
I

u(xI)WI(y)v(xI) (2.4.3)

donde WI(y), I = 1, . . . , N, son funciones de peso, WI(y) > 0, ∀y ∈ Ω y u,v ∈
C0(Ω).

Aśı

J(a∗) =
N∑

I=1

WI(y)

[
u(xI) −

n∑
i

a∗iPi

]2

(2.4.4)

La inecuación (2.4.2) implica que(
u−

n∑
i

a∗iPi , Pj

)
y

= 0 j = 1, . . . , n (2.4.5)
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Aśı
n∑
i

(Pi, Pj)ya
∗
i = (u, Pj)y j = 1, . . . , n (2.4.6)

Con el producto interno definido como en (2.4.3) y la hipótesis inicial, donde se

supone que son conocidos los valores de la función u en xI ∈ Ω, I = 1, . . . , N, el

miembro derecho de la ecuación (2.4.6) puede ser evaluado en cada punto y ∈ Ω.

Teorema 2.4.1. Lancaster y Salkauskas [1986] La matriz (Pi, Pj)y es definida

positiva ∀y ∈ Ω y los coeficientes ai(y) en (2.4.1) están uńıvocamente determinados.

Demostración. La matriz A(y) := (Pi, Pj)y puede escribirse como⎛⎜⎜⎜⎝
P1(x1) P1(x2) . . . P1(xN)

P2(x1) P2(x2) . . . P2(xN)
...

...
. . .

...

Pn(x1) Pn(x2) . . . Pn(xN)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∗

⎛⎜⎜⎜⎝
W1(x1) 0 . . . 0

0 W2(x2) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Wn(xN)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∗

∗

⎛⎜⎜⎜⎝
P1(x1) P2(x1) . . . Pn(x1)

P1(x2) P2(x2) . . . Pn(x2)
...

...
. . .

...

P1(xN) P2(xN ) . . . Pn(xN)

⎞⎟⎟⎟⎠ := FWFT

Las filas de F son linealmente independientes, por hipótesis (iii), aśı se tiene

que el rango(F ) = n y el rango(F T ) = n. También W es definida positiva, ya que

WI(y) > 0. Esto implica que A es definida positiva.

Se puede reescribir (2.4.6) en la siguiente forma

A(y)a(y) = B(y)u (2.4.7)

donde

Aij = (Pi, Pj)y

a(y) =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1(y)

a2(y)
...

an(y)

⎞⎟⎟⎟⎠
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u =

⎛⎜⎜⎜⎝
u1

u2

...

un

⎞⎟⎟⎟⎠
B(y) =

[
W1(y)P(x1)

∣∣∣∣W1(y)P(x1)

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣W1(y)P(x1)

]

P(xI) =

⎛⎜⎜⎜⎝
P1(xI)

P2(xI)
...

Pn(xI)

⎞⎟⎟⎟⎠
Aśı

ak(y) =

N∑
I

n∑
j

A−1
kj BjI(y)uI (2.4.8)

Por (2.4.1),

(Lyu)(x) =

n∑
k

ak(y)Pk(x) =

=
N∑
I

n∑
j

n∑
k

Pk(x)A−1
kj (y)BjI(y)uI =

=

N∑
I

Φy
I(x)uI

donde

Φy
I(x) :=

n∑
j

n∑
k

Pk(x)A−1
kj BjI(y) (2.4.9)

Si x = y, podemos eliminar el supeŕındice y y escribir

ΦI(x) :=

n∑
j

n∑
k

Pk(x)A−1
kj BjI(x) (2.4.10)

Hasta ahora, simplemente se ha construido la aproximación local, Lyu, de u.

Definición 2.4.1. La función de aproximación global, Gu, de u se define como
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sigue,

(Gu)(y) := (Lyu)(y) =

n∑
i

ai(y)Pi(y) ∀y ∈ Ω (2.4.11)

(Gu)(y) =

N∑
I

ΦI(y)uI (2.4.12)

donde ΦI(y) ha sido definida en (2.4.10).

Teorema 2.4.2. Lancaster y Salkauskas [1986] Si Pi, i = 1, . . . , n,∈ Cm(Ω) y

WI , I = 1, . . . , N,∈ Cl(Ω) entonces (Gu)(y) definida anteriormente ∈ Cmin{m,l}(Ω)

Demostración. Teniendo en cuenta (2.4.7), se tiene que A(y)a(y) = B(y)u aśı

A,ia + Aa,i = B,iu

a,i = A−1 [B,iu− 2A,ia]

Dicha expresión tiene sentido por el Teorema (2.4.1), A−1 existe y por la

hipótesis de diferenciabilidad de WI ,B,i y A,i también existen. Las derivadas de

orden superior de a pueden ser calculadas tal y como se acaba de definir, por ejemplo,

a,ii = A−1 [B,iiu− 2A,ia,i − A,iia]

cuya expresión tiene sentido si l > 2. Se concluye que a ∈ Cl(Ω). Entonces por la

definición de Gu, la hipótesis de diferenciabilidad de Pi y todo lo anterior, se tiene

que Gu ∈ Cmin{m,l}(Ω)

Ejemplo 2.4.1. Podemos considerar el caso de n = 1 en (2.4.1).

Por la ecuación (2.4.6) se tiene que

a1(y) =
(1, u)y

(1, 1)y

Usando el producto interno discreto definido anteriormente en (2.4.3), la expresión

anterior se puede calcular mediante,

a1(y) =

∑N
I WI(y)u(xI)∑N

J WJ(y)
:=

N∑
I

vI(y)u(xI)
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donde

vI(y) =
WI(y)∑N
J WJ(y)

(2.4.13)

La función de aproximación global Gu, en este caso, se llama Interpolante de She-

phard y viene dado por,

(Su)(y) =
N∑
I

vI(y)u(xI) (2.4.14)

Claramente vI(y) satisface

(i) 0 < vI(y) < 1

(ii)
N∑
I

vI(y) = 1 ∀y ∈ R

Las funciones de forma resultantes de la aproximación descrita se muestran en

las figuras 2.2 a 2.5. En ellas se considera el segmento [0, 1] discretizado con once

nodos equiespaciados. En la figura 2.2(a) se representan las once funciones de forma

de los nodos, suponiendo que el soporte de cada función de forma comprende en

su interior a otros dos nodos. Este hecho suele indicarse mediante un parámetro α

de valor α = sop(φI)/dI , donde dI representa la separación nodal. Las derivadas de

estas funciones de forma se presentan en la figura 2.2(b). Si el soporte se ampĺıa,

tomando por ejemplo α = 3, se obtienen las funciones de la figura 2.3. Si lo que se

ampĺıa es grado de los polinomios de la base, haciéndolo cuadrático, por ejemplo, se

obtienen las funciones de la figura 2.4. Finalmente, en la figura 2.5 se representan

todas las funciones de forma de los once nodos en este último caso.

Teorema 2.4.3. Si WI(y) ∈ C∞(Ω), entonces la colección de funciones vI(y)

definidas anteriormente en (2.4.13) representa una partición de la unidad.

Demostración. Inmediata.

A continuación se muestran algunas de las propiedades que presenta este méto-

do.

Propiedades del MMCM

Consistencia

Teorema 2.4.4. La aproximación por Mı́nimos Cuadrados Móviles es consistente

de orden k si la base polinomial es completa hasta el orden k.
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Figura 2.2: Funciones de forma (a) y sus derivadas (b) construidas con una base
lineal y soporte α = 2,0.
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Figura 2.3: Funciones de forma (a) y sus derivadas construidas con una base lineal
y soporte α = 3,0.
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Figura 2.4: Función de forma del nodo central con base cuadrática y soportes (a)
α = 2,0 y (b) α = 3,0
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Figura 2.5: Conjunto de funciones de forma con base cuadrática y α = 3,0.
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Demostración. Krongauz [1996] El funcional definido en la ecuación (2.4.4) y que

sirve para determinar los coeficientes incógnita del problema es definido positivo si

se respeta la condición W (x, h) > 0. Por tanto, su mı́nimo será mayor o igual a cero.

Supongamos un campo esencial a reproducir dado por

u(x) =
∑

i

αipi(x) (2.4.15)

entonces, si hacemos ai(x) = αi el funcional se anulará, tomando entonces su valor

mı́nimo. Si la base pi(x) contiene todos los términos hasta el orden k, se obtiene

que la aproximación por Mı́nimos Cuadrados Móviles es consistente de orden k.

Pero además puede concluirse que cualquier función que aparece en la base puede

ser reproducida exactamente. Esto ha sido aprovechado por Belytschko et al.

[1995] para incluir en la aproximación funciones singulares que reproducen el campo

de deformaciones en el frente de una grieta, por ejemplo.

Condiciones de contorno esenciales

Como ya se ha comentado en el apartado anterior, una de las mayores di-

ficultades en la implementación de métodos sin malla se refiere a la imposición

de condiciones de contorno esenciales. Tanto en el RKPM como en el MMCM, la

aproximación no pasa por los valores nodales. Dicho de otra forma, no cumple la

propiedad de la Delta de Dirac:

φI(xJ) �= δIJ (2.4.16)

Como consecuencia, no basta con sustituir en el sistema discreto de ecuaciones

del método de Galerkin aquellos valores nodales que son conocidas, ya que ello no

asegura que la aproximación tome ese valor en el nodo. Además, —y esto pocas veces

se pone de manifiesto— no bastaŕıa con que la aproximación tome el valor prescrito

en el nodo (basta con usar multiplicadores de Lagrange o métodos de penalización

para lograrlo, tal y como se ha comentado), sino que el hecho de que nodos interiores

tengan influencia (esto es, su soporte intersecte) en el contorno, hace que no se pueda

lograr una interpolación estricta en el contorno, solo dependiente de los nodos del

mismo.
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Integración numérica

En la mayoŕıa de los métodos sin malla basados en el método de Galerkin se

utiliza una malla de fondo para realizar la integración numérica de la forma débil

del problema. Esto no supone, en general, una pérdida del carácter de método sin

malla, puesto que esta malla no tiene las limitaciones de forma y regularidad que

necesita la de Elementos Finitos, al construirse sobre ella también la aproximación.

Sin embargo, el hecho de que esta malla no coincida frecuentemente con el soporte de

la función de forma y a la vez el que ésta sea una función racional y no polinómica,

hace que se produzca un nivel de error relativo en la integración numérica que, como

regla general, no baja de 10−7 por más que se refine la malla o se aumente el número

de puntos de integración, como se puso de manifiesto en González et al. [2003e].

Coste Computacional

La función de aproximación global por mı́nimos cuadrados móviles Gu definida

anteriormente, puede ser demasiado cara, computacionalmente hablando. Para cada

punto y, hay que resolver un nuevo sistema de ecuaciones. Equivalentemente, se

puede también ortonormalizar las funciones Pi con respecto al producto interno

ponderado, pero, como antes, la ortonormalización debe de hacerse en cada punto

y. En la práctica, los pesos WI están definidos como traslaciones de una función

simple W , es decir,

WI(y) := W (y− xI) (2.4.17)

siendo W tal que satisface las siguientes condiciones:

(i) El soporte de WI , sop(WI), es una disco abierto (una bola) de radio ρ centrada

en el origen.

(ii) Para cualquier y ∈ Ω existen ı́ndices I1, . . . , Ik, k ≥ n, dependientes de y, tales

que

y ∈
k⋂

j=1

sop(WIj)

y xI1, . . . ,xIk contiene un subconjunto de n puntos, para los cuales {Pi}n
i=1 es

linealmente independiente.

La condición (i) anterior implica que los únicos puntos que intervienen en el

cálculo de (Gu)(y) son aquellos que satisfacen |xI − x| < ρ y, en consecuencia, sólo

algunas de las columnas de la matriz B definida en (2.4.7) no serán nulas.
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La condición (ii) se impone para garantizar el buen comportamiento del sis-

tema Aij definido en (2.4.7) para todo y ∈ Ω. Nótese que una condición necesaria

para que se cumpla (ii) es que k ≥ n, estando k definida en (ii). Esta condición es

necesaria pero no es suficiente para garantizar (ii). Este es un factor que limita en

la práctica el uso de interpolantes por mı́nimos cuadrados móviles, debido a que las

funciones de base {Pi}n
i=1, son polinomios de bajo orden, especialmente en 2D y en

3D.

2.5 Método de Elementos Difusos
Se puede definir este método como una generalización de la técnica de interpo-

lación por Elementos Finitos. Fue propuesta por Nayroles et al. [1992]. En ese

art́ıculo no se menciona para nada el método de Mı́nimos Cuadrados Móviles, pero

el procedimiento descrito por Villon et al. es exactamente el mismo que el MMCM.

Construcción de la aproximación

En el MED (su nomenclatura en inglés es DEM ), una función u(x) está local-

mente aproximada alrededor de un punto y mediante

uy(x) =
n∑

i=1

ai(y)Pi(x) (2.5.1)

donde {PI}n
i=1 es una base de polinomios. Nótese que la expresión anterior es pre-

cisamente la ecuación (2.4.1). Como en el MMCM, los coeficientes ai se encuentran

minimizando el siguiente funcional,

Jy(a) =

N∑
I=1

Wy(xI)

[
u(xI) −

n∑
i

aiPi

]2

el cual es el mismo que en (2.4.4), excepto porque en (2.4.4) se usa WI(y) en vez de

Wy(xI), es decir, se utiliza una “derivada difusa”, que converge a la derivada real.

Pero en la práctica, las funciones peso utilizadas cumplen que WI(y) = Wy(xI), es

decir, ambos funcionales son idénticos.

Además, como en el MMCM, la función de aproximación global se obtiene haciendo

x = y en (2.5.1) y escribiéndolo simplemente como u(x) :

u(x) =
n∑

i=1

ai(x)Pi(x) (2.5.2)
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Esto es equivalente a la definición de Gu dada en (2.4.11). Como en la sección 2.4,

se tiene que

uy(x) =
N∑
I

n∑
j

n∑
k

Pk(x)A−1
kj (y)BjI(y)uI =

=

N∑
I

Φy
I (x)uI

Si x = y se tiene la aproximación global, u(x), escrito en términos de las funciones

ΦI

u(x) =

N∑
I

ΦI(x)uI (2.5.3)

Nota 2.5.1. Villon et al. presentaron diversos usos para la aproximación difusa. Entre

ellos estaba la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias como de ecuaciones en

derivadas parciales, por lo que lo llamaron Método de Elementos Difusos, MED

(DEM en inglés). La idea es usar las funciones de forma ΦI como funciones de base

de un subespacio de dimensión finita de H1(Ω), por ejemplo, para posteriormente

usar un método de Galerkin para encontrar una solución aproximada de la ODE o

PDE en este subespacio. Nótese que por el Teorema 2.4.2, ΦI ∈ H1(Ω) y se puede

construir un subespacio de H1(Ω) usando dichas funciones.

2.6 Element Free Galerkin Method

Belytschko et al. [1994] publicaron un método sin malla similar al método

de elementos difusos. La caracteŕıstica esencial del método, llamado Element-Free

Galerkin Method (EFGM ) es el uso de una malla auxiliar, compuesta simplemente

por elementos cuadrados, que cubren el dominio del problema completamente. Esta

malla de fondo se usa en el EFGM como soporte para el cálculo de las cuadratura

numérica (véase Belytschko et al. [1993]).

Las funciones globales ΦI construidas usando el Método de Mı́nimos Cuadrados

Móviles no satisfacen la siguiente condición

ΦI(xJ ) = δIJ I, J = 1, . . . , N

Este factor debe ser tenido en cuenta a la hora de imponer condiciones de con-

torno Dirichlet no homogéneas, tal como se ha comentado repetidamente. Nay-

roles et al. [1992] suponen que dicha condición se satisface. Belytschko et al.
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[1994] usan multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones de contorno

esenciales y muestran diversos ejemplos numéricos en los cuales las condiciones de

contorno se satisfacen exactamente.

Nota 2.6.1. Otra importante diferencia entre el MED y el EFGM es que en el

primero, las funciones globales ΦI se calculan mediante,

ΦI,i(x) :=

n∑
j

n∑
k

Pk,i(x)A−1
kj BjI(x)

Nótese que no hay dependencia de los coeficientes de la aproximación, ai

definidos en (2.5.1) con respecto a y. En el EFGM śı hay dependencia y las derivadas

de ΦI se calculan como sigue

ΦI,i(x) :=
n∑
j

n∑
k

Pk,i(x)A−1
kj BjI(x)+

+
n∑
j

n∑
k

(
Pk(x)A−1

kj (x)

[ n∑
l

n∑
m

Ajl,i(x)A−1
lm(x)BmI(x)

])
Belytschko et al. [1994] han usado con éxito el EFGM para resolver

diversos problemas de la mecánica de sólidos y fluidos.

2.6.1. Problemática del método EFGM

El principal problema de este método (y también del MED) es su alto coste

computacional. Además, satisfacer la condición (ii) de la Sección 2.4.1 es dif́ıcil

cuando la densidad de la nube de nodos que componen el dominio es muy irregular

o el orden de aproximación local es superior al cuadrático.

De nuevo, la imposición de condiciones de contorno esenciales es otro de los

problemas más graves del EFGM. Aunque existen diversos métodos para forzar el

valor de la aproximación en el contorno, como pueden ser los métodos de penalización

o de multiplicadores de Lagrange, éstos no logran sino una satisfacción nodal de las

condiciones de contorno esenciales. El problema fundamental, que por el momento no

ha sido evitado, es la influencia de los nodos interiores en la aproximación resultante

en el contorno esencial.
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2.7 Reproducing Kernel Particle Method

Liu y Chen [1995] y Liu et al. [1995] han desarrollado un método que

surge como resultado de la imposición de la condición de consistencia lineal sobre la

aproximación original del SPH. La construcción del mismo se resume a continuación.

2.7.1. Construcción de la aproximación

Si se quiere que la función de forma del método reproduzca un campo lineal

en la variable esencial, se le debe exigir, en el caso unidimensional:∫
Ω

W (x − y) · 1dy = 1 (2.7.1)

∫
Ω

W (x − y) · ydy = x (2.7.2)

La ecuación (2.7.1) es equivalente a la condición de normalidad exigida en (2.3.1).

A partir de (2.7.1), se obtiene que∫
Ω

W (x − y) · xdy = x (2.7.3)

y restando (2.7.2) de (2.7.3) se obtiene∫
Ω

W (x − y)(x − y)dy = 0 (2.7.4)

Esta última condición supone exigir a la función de forma que sea simétrica

respecto al origen, condición que también cumple normalmente la función de forma

del SPH. Sin embargo, esta condición deja de cumplirse en la forma discreta del

método.

En este caso, dependerá de la distribución de los nodos o part́ıculas. En forma

discreta, por lo general:
NP∑
I=1

W (x − xI , h)∆VI �= 1 (2.7.5)

NP∑
I=1

(x − xI)W (x− xI , h)∆VI �= 0 (2.7.6)
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donde NP representa el número de part́ıculas. Para que las condiciones anteriores

se cumplan en la forma discreta del método, se añade al núcleo una función de

corrección:

W̃ (x − xI ,x) = C(x − xI ,x)W (x − xI , h) (2.7.7)

donde C(x− xI ,x) representa la función de corrección, que detalladamente tendŕıa

la siguiente estructura:

C(x − xI ,x) = a0(x, h) + a1(x, h)
‖x − xI‖

h
+ a2(x, h)

(‖x − xI‖
h

)2

+ . . . (2.7.8)

donde a0, . . . , an son ciertos coeficientes a determinar. Para ello, se parte del desa-

rrollo en serie de Taylor de una función (supuesta unidimensional por simplicidad):

f(xI) = f(x) + f ′(x)
(xI − x

h

)
h+

f ′′(x)

2!

(xI − x

h

)2

h2 + . . . (2.7.9)

Si ahora se aproxima la función f de acuerdo con la ecuación (2.3.1), se tiene:

fh(x) =

NP∑
I=1

W̃ (x − xI ,x)fI∆xI =

=

(
NP∑
I=1

W̃ (x − xI ,x)∆xI

)
f(x) −

−
(

NP∑
I=1

(
x − xI

h

)
W̃ (x − xI ,x)∆xI

)
f ′(x)h + . . .+

+

(
NP∑
I=1

(−1)n

(
x − xI

h

)n

W̃ (x − xI ,x)∆xI

)
fn(x)

n!
hn + O(hn+1)

(2.7.10)

De esta forma, para obtener consistencia de orden n —esto es, para que se repro-

duzcan campos polinomiales hasta el orden n—, se deben satisfacer las siguientes
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relaciones, en el caso unidimensional:

M0(x) =
NP∑
I=1

W̃ (x − xI ,x)∆xI = 1 (2.7.11)

M1(x) =
NP∑
I=1

(x − xI

h

)
W̃ (x − xI ,x)∆xI = 0 (2.7.12)

... (2.7.13)

Mn(x) =
NP∑
I=1

(x − xI

h

)n

W̃ (x − xI ,x)∆xI = 0 (2.7.14)

donde a las expresiones Mi(x) se las denomina momentos de la aproximación. De esta

forma, los coeficientes ai se pueden determinar a partir del sistema de ecuaciones:⎛⎜⎜⎜⎝
m0(x) m1(x) . . . mn(x)

m1(x) m2(x) . . . mn+1(x)
...

...
. . .

...

mn(x) mn+1(x) . . . m2n(x)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
a0(x, h)

a1(x, h)
...

an(x, h)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0
...

0

⎞⎟⎟⎟⎠ (2.7.15)

Debe tenerse en cuenta que, como se desprende de la ecuación (2.7.15), el

RKPM exige realizar una inversión de matriz en cada nodo. Lógicamente, la “conec-

tividad” y por tanto el tamaño de esa matriz cambia al evolucionar los nodos en

grandes desplazamientos, lo que complica significativamente su aplicación.

2.7.2. Problemática del método RKPM

La problemática del RKPM, excepción hecha de la inestabilidad o de la con-

sistencia lineal del método, es exactamente la misma que la del SPH en lo relativo

a imposición de condiciones esenciales de contorno. Como se se está observando, la

mayoŕıa de los métodos sin malla la comparten.

2.8 Método de Partición de la Unidad

A mediados de los 90, surge el método de Partición de la Unidad (PUM o

PUFEM, Babuška y Melenk [1996], Babuška y Melenk [1997]), tratando

de incluir espacios de aproximación que contengan potencialmente a la solución del

problema. Cuando se tiene cierta información acerca de la solución de un problema,
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parece lógico intentar incluir dicha información en el espacio de funciones de forma

del método de Galerkin. Una de las caracteŕısticas que los autores destacan del

método es la capacidad de incluir este conocimiento previo de la solución del proble-

ma en el espacio de aproximación y la facilidad que ofrece para construir espacios

con un grado de regularidad alto (llegando incluso a funciones C∞), antes que el

carácter de método sin malla.

En el método de los Elementos Finitos la aproximación se realiza por medio

de polinomios a trozos, continuos a lo largo del contorno entre elementos. Se sabe

que para ciertos tipos de problemas (problemas con solución altamente oscilatoria,

por ejemplo), otros espacios (los denominamos Vi) pueden ofrecer mejores soluciones

que los polinomios. La forma de conseguir que el espacio global V presente el grado

de continuidad deseado se basa en el uso de una partición de la unidad.

Sea {Ωi} un cubrimiento sobre un dominio Ω, de forma que⋃
i

Ωi = Ω

y que ⋂
i

Ωi �= ∅

(Veáse por ejemplo la figura 2.1).

Sea {φi} una partición de la unidad definida sobre dicho cubrimiento del do-

minio {Ωi}, es decir

sopφi ⊂ (Ωi) ∀i (2.8.1)∑
i

φi ≡ 1 en Ω (2.8.2)

En cada uno de esos Ωi se define un espacio de funciones Vi asociado a él, el

cual tiene las propiedades de aproximación que se buscan en esa parte del dominio.

Por lo tanto, el espacio de aproximación global estará formado en el PUM por la

combinación

V =
∑

i

φiVi.

Introducimos a continuación el concepto de partición de la unidad de clase

(M ,C∞,CG) para poder desarrollar las afirmaciones anteriores.

Definición 2.8.1. Considérese el recubrimiento definido en el párrafo anterior y
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que cumple que

∃M ∈ N tal que ∀x ∈ Ω card{i / x ∈ Ωi} ≤M

Si {ϕi} es una partición de la unidad subordinada al recubrimiento {Ωi} y que

satisface

sopϕi ⊂ Ωi ∀i, (2.8.3)∑
i

ϕi ≡ 1 en Ω, (2.8.4)

‖ϕi‖L∞ ≤ C∞, (2.8.5)

‖∇ϕi‖L∞ ≤ CG

diám (Ωi)
(2.8.6)

donde C∞ y CG son dos constantes, entonces {ϕi} se denomina una partición de

la unidad de clase (M,C∞, CG) subordinada al recubrimiento {Ωi}. Si las funciones

{ϕi} son, además de clase Cm, se dice que la partición de la unidad también lo es.

Definición 2.8.2. Sea {Ωi} un recubrimiento del dominio del problema, Ω ∈ R
n,

y sea {ϕi} una partición de la unidad de clase (M,C∞, CG). Sea Vi ∈ H1(Ωi ∩ Ω)

un conjunto de funciones dado. El espacio de aproximación del PUM (Babuška y

Melenk [1996], Babuška y Melenk [1997]) se define como:

V :=
∑

i

ϕivi vi ∈ Vi ⊂ H1(Ω) (2.8.7)

Teorema 2.8.1. Sean {Ωi}, {ϕi} y {Vi} los elementos descritos en las definiciones

anteriores y sea, como es habitual, u, la función a aproximar. Se supone que los

espacios de aproximación local Vi cumplen que en cada Ωi ∩ Ω

‖u− vi‖L2 ≤ ε1(i), (2.8.8)

‖∇(u− vi)‖L2 ≤ ε2(i) (2.8.9)

entonces la función construida como

uPU =
∑

i

ϕivi ∈ V ⊂ H1(Ω) (2.8.10)
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satisface las siguientes propiedades:

‖u− uPU‖L2 ≤
√
MC∞

(∑
i

ε21(i)
) 1

2
, (2.8.11)

‖∇(u− uPU)‖L2 ≤
√

2M
(∑

i

( CG

diám(Ωi)

)2
ε21(i) + C2

∞ε
2
2(i)

) 1
2

(2.8.12)

Demostración. Babuška y Melenk [1996] Se demuestra solamente la segunda

de las propiedades, pues la primera se demostraŕıa de una forma totalmente similar.

Dado que la funciones ϕi forman una partición de la unidad, se tiene que

u = 1 · u =
(∑

i

ϕiu
)

(2.8.13)

y entonces

‖∇(u− uPU)‖2
L2

= ‖∇
∑

i

ϕi(u− vi)‖L2 (2.8.14)

≤ 2‖
∑

i

∇ϕi(u − vi)‖2
L2

+ 2‖
∑

i

∇(u− vi)‖2
L2

(2.8.15)

Dado que existen como máximo M de Ωi que, por suposición, se superponen en un

determinado punto x ∈ Ω, las sumas
∑

i ∇ϕi(u−vi) y
∑

i ϕi∇(u−vi) tienen como

máximo M términos para cada x. Por tanto, debe darse que

|
∑

i

∇ϕi(u− vi)|2 ≤M
∑

i

|∇ϕi(u− vi)|2 (2.8.16)

|
∑

i

ϕi∇(u− vi)|2 ≤M
∑

i

|ϕi∇(u− vi)|2 (2.8.17)

De esta forma, dado que sopϕi ⊂ Ωi,

2‖
∑

i

∇ϕi(u− vi)‖2
L2(Ω) + 2‖

∑
i

ϕi∇(u − vi)‖2
L2(Ω) ≤ (2.8.18)

2M
∑

i

‖∇ϕi(u− vi)‖2
L2(Ω) + 2M

∑
i

‖ϕi∇(u − vi)‖2
L2(Ω) ≤ (2.8.19)

2M
∑

i

‖∇ϕi(u − vi)‖2
L2(Ω∩Ωi)

+ 2M
∑

i

‖ϕi∇(u− vi)‖2
L2(Ω∩Ωi)

≤ (2.8.20)

2M
∑

i

( C2
G

diám(Ωi)2
ε21(i) + C2

∞ε
2
2(i)

)
(2.8.21)
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como queŕıamos demostrar.

Nota 2.8.1. El teorema anterior establece que la aproximación construida mediante

V =
∑

i ϕiVi adquiere las caracteŕısticas de aproximación de las funciones vi y las

caracteŕısticas de continuidad de la partición de la unidad. Esta es, sin duda, la

mayor aportación de Babuška y Melenk al campo de los métodos sin malla. Puede

verse, además, que los Elementos Finitos constituyen una partición de la unidad y

que si la condición (2.8.6) es respetada —condición del ángulo mı́nimo de la ma-

lla, desarrollada por Babuška y Aziz [1976]— entonces el MEF es susceptible

de ser enriquecido, añadiéndole los correspondientes espacios de aproximación local

(“base extŕınseca” en nomenclatura de Belytschko). Esto dará lugar a un método

denominado método de los Elementos Finitos Generalizado (GFEM ).

2.8.1. Construcción del PUM

La forma mas general del método de Partición de la Unidad puede ser:

uh(x) =
∑

I

Φ0
I(x)

∑
j

βjIpj(x) (2.8.22)

donde βjI son las incógnitas del problema y pj es una base que suele incluir monomios

hasta un cierto grado, además de las funciones Vi comentadas anteriormente, y

que son apropiadas para el problema en estudio. Como ejemplo de base p véase

Babuška y Melenk [1996], Krongauz [1996], para la ecuación de Helmholtz

en una dimensión se podŕıa considerar

pT = [1, x, x2, ..., xk, senhnx, coshnx] (2.8.23)

Las funciones Φ0
I constituyen una partición de la unidad, esto es,

∑
I Φ0

I = 1.

2.8.2. Problemática del PUM

También en el PUM aparecen problemas relacionados con la imposición de

condiciones de contorno esenciales. Aunque es posible lograr funciones de forma

estrictamente interpolantes (y dejando a un lado el caso particular de uso de los

Elementos Finitos como partición de la unidad), esto no basta para lograr una

imposición apropiada de condiciones de contorno esenciales. Como ya se ha indicado,

esto se debe al hecho de que el valor de la función aproximada en un punto no nodal
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depende no sólo del valor que adquiera en los nodos del contorno, sino también del

que tenga en algunos nodos del interior del dominio (precisamente de aquellos cuya

función de forma asociada contiene en su soporte a esos puntos).

2.9 Método de nubes h-p

El método de nubes h-p podŕıa ser catalogado dentro de los métodos de parti-

ción de la unidad, pero teniendo en cuenta una particularidad, y es que construyen

las familias de aproximación a base de multiplicar una partición de la unidad, que

se obtiene por mı́nimos cuadrados móviles, por polinomios u otra clase de función

apropiada para el problema en estudio. Esto introduce la posibilidad de aumentar

el grado de polinomios que forman las funciones de forma (adaptatividad p), a la

que se le puede añadir también la introducción de nuevos nodos (adaptatividad h).

Las familias resultantes conservan la propiedad de la partición de la unidad.

2.9.1. Construcción del método de nubes h-p

Duarte y Oden [1996] han elaborado un método, llamado nubes h-p, en el

que forman la partición de la unidad a partir de una función de forma de mı́nimos

cuadrados móviles de orden k.

Su formulación podŕıa escribirse como:

uh(x) =
n∑

i=1

Φk
i (x)

(
ui +

q∑
j=1

bijqj(x)

)
(2.9.1)

donde la funciones qj(x) es una base de monomios de orden mayor que k.

Otra forma de expresar (2.9.1), donde claramente se aprecia el aumento del

orden del polinomio desde k hasta p, se muestra a continuación:

u(x) =

n∑
i=1

⎛⎜⎜⎜⎝Φk
i (x)ui + Φk

i (x)(x
k+1 xk+2 . . . xp)

⎛⎜⎜⎜⎝
bi1
bi2
...

biq

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠
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Figura 2.6: Núcleo W empleado en las nubes h-p.

donde q = p − k y bil con l = 1, 2, . . . , q, son parámetros adicionales de la aproxi-

mación. Para cada nodo en el que se aumenta el grado del polinomio, se introducen

q grados de libertad adicionales, los cuales se corresponden con los parámetros adi-

cionales bil, siendo en total p− k + 1 parámetros por nodo (p− k debidos a los bil,

y uno más por el parámetro ui).

Para la construcción de una partición de la unidad en el método de las nubes

h − p, Duarte y Oden emplean precisamente la técnica de aproximación mediante

mı́nimos cuadrados móviles. Aśı, si consideramos una función peso, que hemos venido

denominando W (y − xi) y que es de clase C∞
0 , se definen las funciones Φi como:

Φi(x) = P T (x)A−1Bi(x) (2.9.2)

donde P = {P1, P2, . . . , Pm} es un conjunto de funciones linealmente independientes

y los términos A y B se definen según la expresión (2.4.7).

Nota 2.9.1. La construcción del método de nubes h-p descrita anteriormente pone

de manifiesto, además, que es posible construir una aproximación de cualquier grado

de consistencia a partir de los interpolantes de Shephard descritos en la ecuación

(2.4.13) y, por tanto, sin la necesidad de invertir una matriz en cada nodo.

Nota 2.9.2. Belytschko et al. [1998a] distinguen, hablando del método de las

nubes h-p, entre una base intŕınseca —la propia del MMCM— y otra extŕınseca,

es decir, la que conforma finalmente la familia de funciones de aproximación que

Oden denomina Fk,p
N . La gran ventaja de la adición de la base extŕınseca respecto a

la formulación estándar del Element Free Galerkin es la posibilidad de implementar
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Figura 2.7: NúcleoW en 2D obtenido por producto tensorial y, por tanto, con soporte
rectangular.

la adaptatividad p. De otro modo, la introducción de términos de distinto orden en

la base intŕınseca llevaŕıa consigo la inclusión de una discontinuidad en el campo

esencial.

2.10 Método de Petrov-Galerkin local
Una de las últimas aportaciones relevantes a los métodos sin malla ha sido

llevada a cabo por Atluri et al. [1999] y por Atluri y Zhu [2000], consti-

tuyendo lo que han denominado Método de Petrov-Galerkin Local (Meshless Local

Petrov-Galerkin method, MLPG). Fue propuesto para resolver problemas de poten-

cial lineales y no lineales. En esencia no aporta novedades en lo que respecta al

método de aproximación —que vuelve a utilizar mı́nimos cuadrados móviles—, pero

śı en el tratamiento de la forma débil del problema de valores en el contorno. Usa

una forma débil local simétrica sobre un subdominio ΩI ⊂ Ω, como formulación, y la

aproximación por mı́nimos cuadrados móviles para desarrollar un verdadero méto-

do sin malla. Este método impone las condiciones de contorno esenciales mediante

penalización.

En el método de Petrov-Galerkin local, en vez de elegir las funciones test que

denominamos vi iguales a las funciones que se usan para aproximar la función que

denominamos ui (Galerkin), se eligen las funciones ui y vi de dos espacios distintos.
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Figura 2.8: Construcción de la forma débil del problema en el método local de
Petrov-Galerkin.

En concreto, las funciones test no necesitan tener un valor nulo en los puntos de

la frontera donde existen condiciones de contorno esenciales. Por lo general, las

funciones ui se aproximan por mı́nimos cuadrados móviles, y las funciones test vi se

elegirán de forma distinta a partir de funciones conocidas.

Usualmente, se eligen las funciones test vi de forma que se anulen en la frontera

ΓΩI
del subdominio. Esto se consigue fácilmente usando la función de peso de la

aproximación por mı́nimos cuadrados móviles también para la función test vi, pero

cambiando el radio de influencia ri de la función peso que se use, por el radio r0 del

dominio local ΩI .

Alĺı donde los soportes de las funciones de forma intersectan al contorno del

dominio, Γu
I = Ω ∩ Γu, se hace necesario integrar sobre soportes de geometŕıas

a menudo irregulares (figura 2.8). Esta caracteŕıstica, presentada como la mayor

ventaja del método por no ser necesaria la construcción de celdas de integración

como en la forma estándar del EFGM o en el RKPM, proporciona mucha mayor

complejidad a la integración numérica.

Por lo demás, el MLPG muestra niveles de exactitud y convergencia similares

en todos los casos al EFGM o al RKPM.

2.11 Método de Esferas Finitas

Recientemente, De y Bathe [2000] han desarrollado un nuevo esquema de

método sin malla, el método de esferas finitas, para la solución de problemas de

valores en el contorno sobre dominios complejos.
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En esta técnica, la discretización está planteada mediante funciones con soporte

compacto sobre esferas de dimensión n, y la forma débil de Galerkin de las ecuaciones

diferenciales de gobierno están integradas usando reglas especiales de integración

numérica.

Construcción de la aproximación

Dada una nube de N puntos que determinan el dominio Ω. A cada nodo de la

nube se le asocia una esfera con centro en el propio nodo y un cierto radio, B(xI , rI),

tal que la unión de todas las esferas forman un recubrimiento del dominio, de tal

forma que las esferas pueden estar totalmente contenidas en el dominio (esferas

interiores) o bien, pueden intersectar con el contorno de éste (esferas de contorno).

En la figura 2.1 (a) se muestra un recubrimiento en dos dimensiones de un cierto

dominio.

Las funciones de interpolación se construyen con soporte compacto en estas

esferas y se generan a ráız del paradigma de la Partición de la Unidad, apartado 2.8

anterior. El primer paso para desarrollar esta técnica es definir en cada nodo I de

la nube dada, una función de base ϕ0
I(x) tal que∑N

I=1 ϕ
0
I(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

sop(ϕ0
I(x)) ⊂ B(xI , rI).

ϕ0
I(x) ∈ Cs

0(R
n), s ≥ 0.

Definición 2.11.1. El sistema de funciones formado por {ϕ0
I(x)}N

I=1 se dice que for-

ma una partición de la unidad subordinado al recubrimiento abierto {B(xI , rI)}N
I=1.

Proposición 2.11.1. Estas funciones de aproximación aśı construidas, {ϕ0
I(x)}N

I=1,

tienen consistencia de orden 0, es decir, son capaces de reproducir un movimiento

como sólido ŕıgido al reproducir exactamente funciones constantes.

Demostración. Puede consultarse en De y Bathe [2001c].

Para lograr una consistencia de mayor orden, se define en cada nodo I un

espacio de aproximación local V h
I = span

m∈F
{pm(x)}, donde pm(x) son polinomios u

otras funciones y F es un conjunto de ı́ndices. El supeŕındice h es una medida del

tamaño de las esferas.
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El espacio de aproximación global Vh se genera multiplicando la función de

partición de la unidad en cada nodo I con las funciones de base local,

Vh =

N∑
I=1

ϕ0
IV

h
I

Por lo tanto,

uh(x) =
N∑

I=1

∑
m∈F

hIm(x)αIm, (2.11.1)

donde hIm es

hIm = ϕ0
I(x)pm(x) (2.11.2)

función de forma asociada al m-ésimo grado de libertad αIm del nodo I.

Nota 2.11.1. Obsérvese que si una función pm(x) está incluida en la base local de

todos los nodos del dominio, entonces es posible reproducir pm(x) en todo el dominio.

Esta propiedad se conoce como propiedad de reproducción de las funciones de forma.

En la elección de las funciones que forman una partición de la unidad, De

y Bathe [2000] usualmente no utilizan funciones polinomiales, sino funciones de

Shepard definidas por

ϕ0
I(x) =

WI(x)∑N
J=1WJ(x)

,

donde WI(x) denota una función radial con soporte compacto sobre la esfera cen-

trada en el nodo I, de tal forma que sop(WI) ⊂ B(xI, rI).

Estas funciones radiales son tales que WI(x) = W (sI), donde sI = ‖x−xI‖0

rI
.

Proposición 2.11.2. Como propiedades de la elección de las funciones WI ante-

riores que forman una partición de la unidad para la aproximación del método, se

tiene que:

(a) Dados WI ∈ Cs
0(B(xI , rI)), I = 1, 2, . . . , N. y pm(x) ∈ Cl(Ω), para s, l ≥ 0.

Entonces, las funciones de forma hIm(x) satisfacen que

hIm(x) ∈ Cmin(s,l)
0 (B(xI , rI) ∩ Ω).

(b) Si las funciones WI(x) y pm(x) son continuas, el campo de desplazamientos

es continuo.

(c) Los campos de tensiones obtenidos a partir de la derivada del campo de des-

plazamientos (2.11.1), son continuos en Ω si cada una de las funciones WI(x)
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tienen pendiente nula en el centro, x, y sobre la superficie, S(xI , rI) de la

esfera sobre la cual está definida, siempre y cuando las funciones pm(x) y sus

derivadas sean lo suficientemente suaves.

Demostración. La demostración de 2.11.2(a) es inmediata, a partir de la definición

de hIm en la ecuación (2.11.2). Lo demás es consecuencia directa de ello.

Nota 2.11.2. El último apartado anterior se entiende mejor si se reconoce que, para

funciones pm(x) lo suficientemente suaves, los campos de tensiones son continuos

siempre y cuando las derivadas de WI con respecto a las coordenadas espaciales

xi (i ∈ 1, 2, 3)

∂W (sI)

∂xi
=
xi − xIi

r2
i

[
1

sI

dW (sI)

dsI

]
(2.11.3)

son continuas en B(xI , rI) y sobre S(xI , rI).

Esta derivada existe cuando SI −→ 0 si WI tiene pendiente nula en el centro

de la esfera. Más aún, la derivada de la ecuación (2.11.3) anterior, es continua sobre

S(xI , rI), es decir, cuando SI −→ 1 si WI tiene pendiente nula sobre la superficie

S(xI , rI).

Nota 2.11.3. Para obtener un campo de tensiones constante, la ecuación (2.11.3)

anterior, introduce dos condiciones a la primera derivada de la función WI . Si a la

función WI se le exige que se anule sobre la superficie S(xI , rI), es decir, W (sI =

1) = 0, surge entonces una tercera condición. Para satisfacer esas tres ecuaciones,

la función WI necesariamente debe ser al menos cúbica en sI . De y Bathe escogen

funciones de peso splines cúbicos de la siguiente forma

W (sI) =

{ 2
3
− 4s2

I + 4s3
I , 0 ≤ sI >

1
2

4
3
− 4sI + 4s2

I − 4
3
s3

I ,
1
2
< sI ≤ 1

0, sI > 1

Problemática del método

El principal problema que presenta este método es que los dominios de in-

tegración de la formulación débil son, por lo general, intersecciones de esferas, los

cuales no son dominios triviales, aśı que es necesario el empleo de una técnica espe-

cial de integración. Estas técnicas, además de un coste computacional muy alto, no

proporcionan un nivel adecuado de exactitud, como se analizará más adelante.
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Caṕıtulo

3

El Método de los

Elementos Naturales

En este caṕıtulo se analiza uno de los métodos más recientes de la familia

de los métodos sin malla: los métodos de Galerkin de vecindad natural (también

conocidos globalmente como método de los Elementos Naturales). El planteamiento

es similar a los anteriores, es decir, se parte de una técnica de interpolación de datos

irregularmente espaciados. En este caso, la técnica de interpolación se conoce como

interpolación por vecinos naturales (Sibson [1980], Watson [1981], Watson

[1994]). Ésta es usada para la construcción, mediante el método de Galerkin, de una

base de un subespacio finito del espacio total de búsqueda —de dimensión infinita—

al que se considera que pertenece la solución al problema planteado.

El método fue planteado por primera vez por Traversoni [1994], que lo

denominó método de Elementos Finitos de Vecindad Natural (Natural Neighbor

Finite Elements). Braun y Sambridge [1995] y Braun et al. [1995] lo aplicaron

a diversos problemas dentro de la geof́ısica, campo dentro del cual la interpolación

por vecinos naturales es especialmente útil, aśı como a la simulación de la interacción

fluido-estructura. A estos autores se debe el nombre de Método de los Elementos

Naturales (MEN ). El análisis más profundo de su aplicación en la elastostática y

en la elastodinámica lineales fue realizado por Sukumar et al. [1998], Sukumar

[1998], Sukumar y Moran [1999], Bueche et al. [2000] y Cueto et al.

[2003b].

63
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Figura 3.1: Triangulación de Delaunay de un conjunto de puntos.

En esta sección se hará un repaso en profundidad de las caracteŕısticas de

este método en su aplicación a la resolución aproximada de ecuaciones en derivadas

parciales (EDP).

3.1 Interpolación por Vecinos Naturales

Las coordenadas de vecino natural y la interpolación por vecinos naturales

fueron desarrolladas por Sibson [1980], Sibson [1981]. Dado un conjunto de

puntos A = {n1, . . . , nn}, el sistema asociado de coordenadas de vecinos naturales

es un conjunto de funciones continuas φI : Rd −→ R, I = 1, . . . , n, definido a

partir del diagrama de Voronoi de A.
Definición 3.1.1 (Criterio del circunćırculo vaćıo). Sea A = {n1, . . . , nn} un

conjunto de puntos. Dada una triangulación de dicho conjunto, se dice que cumplen

el Criterio del Circunćırculo Vaćıo si dentro de cada ćırculo que pasa por los tres

puntos que forman cada triángulo, no existe ningún otro punto del conjunto A.

Nota 3.1.1. Existe la excepción del caso “degenerado” en el que un número n ≥ d+2

de puntos estén situados en la misma esfera, siendo d la dimensión del problema.

Este es el caso de 4 puntos en una circunferencia o de 5 puntos en una esfera.

Definición 3.1.2. Dado un conjunto de puntos A = {n1, . . . , nn}, se denomina

triangulación de Delaunay, Del(A), a la única triangulación de dichos puntos, que

cumple el criterio del circunćırculo vaćıo.

En la figura 3.1 se puede observar la triangulación de Delaunay de un pequeño

conjunto de puntos y su estructura dual, la teselación de Dirichlet o Diagrama de

Voronoi.
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Nota 3.1.2. Por simplicidad, el desarrollo que se presenta a continuación está basa-

do en el espacio eucĺıdeo en R2. La mayoŕıa de los conceptos son extensibles a R3

o incluso a un espacio genérico Rn, aunque no todas las propiedades que se pre-

sentan se cumplen para n > 2. En esos casos, se hará referencia expĺıcita a esas

particularidades.

Definición 3.1.3. Dado un conjunto de puntos A = {n1, n2, ..., nn} en R2, se define

la teselación de Dirichlet (o diagrama de Voronoi o de Thiessen, pues de la tres

formas se le conoce) de primer orden, V or(A), a la subdivisión del plano en regiones

tales que todos los puntos de esa región están mas cerca del punto al que ésta

está asociada que de ningún otro. Formalmente (Green y Sibson [1978])

TI = {x ∈ R
2 / d(x, nI) < d(x, nJ) ∀ J �= I} (3.1.1)

donde TI representa la celda de Voronoi asociada al punto nI . d(·, ·) representa la

distancia eucĺıdea entre dos puntos.

Si definimos el bisector de dos puntos nI , nJ como el hiperplano perpendicular

a la ĺınea nInJ , éste divide al plano en dos semiplanos. Siendo h(nI , nJ) el semiplano

que contiene a nI y h(nJ , nI) el que contiene a nJ , se tiene una definición equivalente

de la celda de Voronoi en la forma

TI =
⋂

1≤J≤n, J 
=I

h(nI , nJ) (3.1.2)

Queda claro a partir de esta definición que la triangulación de Delaunay de un

conjunto de puntos se construye sobre la envoltura convexa del conjunto A. Por

envoltura convexa (convex hull en terminoloǵıa inglesa, CH(A) o conv(A)), se en-

tiende el más pequeño de los conjuntos convexos que contienen a A.

Definición 3.1.4. Se denota TIJ a la celda de Voronoi de segundo orden y se define

como el lugar geométrico de los puntos que tienen al punto nI como el más cercano

y al nJ como el segundo en cercańıa. Formalmente

TIJ = {x ∈ R
2/ d(x, nI) < d(x, nJ) < d(x, nK) ∀ J �= I �= K} (3.1.3)
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3.1.1. Coordenadas de vecino natural

Definición 3.1.5. Dado un punto x, se define V or+ = V or(A ∪ {x}) y Del+ =

Del(A ∪ {x}). A su vez, podemos denotar a V +(x) a la celda de Voronoi de x en

V or+.

Definición 3.1.6. Los vecinos naturales de un punto x con respecto a A son los

vértices distintos de x que forman triángulos de Del+ a los que también pertenece

x.

La definición de las coordenadas de vecino natural de un punto x se obtiene

a partir del diagrama de Voronoi de primer orden. Si sobre éste, ya construido, se

introduce x, las áreas de las celdas sufrirán una modificación por la presencia del

nuevo punto. Las coordenadas de vecino natural proporcionan una cuantificación de

esta variación y, por tanto, una medida de la proximidad relativa entre los nodos.

Definición 3.1.7. Sea entonces κ(x) una medida de Lebesgue (longitud, área o

volumen si tratamos con R,R2 o R3, respectivamente) de la celda Tx. Sea asimismo

κI(x) una medida equivalentemente definida para la celda de segundo orden TxI .

Entonces las coordenadas de vecino natural de x respecto al nodo I se definen como

la relación entre el área de TI que ha sido transferida a Tx, respecto al área total de

Tx. Esta definición se representa esquemáticamente en la figura 3.2 y se expresaŕıa

matemáticamente como:

φI(x) =
κI(x)

κ(x)
(3.1.4)

Respecto a la figura 3.2, se tendŕıa que:

φ1(x) =
Aabfe

Aabcd
(3.1.5)

Proposición 3.1.1. Las coordenadas de vecino natural tienen interesantes propie-

dades:

(1) Para cualquier I ≤ n, φI(xJ) = δIJ , donde δIJ es el una Delta de Kronecker.

(2) Para I = 1, . . . , n, φI(x) ≥ 0 y
n∑

I=1

φI(x) = 1.

(3) x =
∑
I

φI(x)xI . La demostración puede encontrarse en Sibson [1981].
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Figura 3.2: Definición de las coordenadas de vecino natural.

Proposición 3.1.2. Denotemos por ΛI el soporte de φI , es decir, el subconjunto de

x tales que φI(x) �= 0. Entonces se tiene que ΛI está incluido en la unión de las

bolas que circunscriben los d-śımplex 1 de Del(A) que son incidentes en el punto nI .

Aunque más adelante, en la sección 3.4, se comenta el cálculo de las funciones

de forma, a continuación se muestra gráficamente el aspecto de una función de forma

calculada mediante la técnica de vecinos naturales. Véase la figura (3.3).

Proposición 3.1.3. La interpolación de la variable esencial del problema (en gene-

ral, el desplazamiento) se realizaŕıa entonces

uh(x) =
n∑

I=1

φI(x)uI (3.1.6)

uI representa el desplazamiento del nodo I y φI(x) seŕıan las funciones de forma

asociadas a cada nodo evaluadas en el punto x.

Actualmente ha aparecido en la literatura un nuevo interpolante, debido a

Belikov et al. [1997] y también a Hiyoshi y Sigihara [1999], a menudo

referenciado como interpolante por vecinos naturales no-Sibsoniano o de Laplace.

1Es la menor de las envolturas convexas que contienen a d+1 puntos. Por ejemplo, un 2-śımplex
es un triángulo. Más adelante se define con mayor precisión este concepto (3.5.1).
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Figura 3.3: Función de forma centrada en un nodo que se encuentra rodeado de otros
cuatro nodos (tomado de Sukumar [1998]).

Definición 3.1.8. Si se define la celda de intersección tIJ = {x ∈ TI

⋂
TJ , J �= I}

(nótese que tIJ puede ser un conjunto vaćıo) se puede definir el valor

αJ(x) =
|tIJ |

d(x,xJ)
(3.1.7)

donde | · | representa la medida de Lebesgue en Rd−1, siendo d la dimensión del

espacio en estudio.

Aśı, el valor de la función de forma del punto x con respecto al nodo 4 en la

figura 3.4 se define como

φns
4 (x) =

α4(x)∑n
J=1 αJ(x)

=
s4(x)/h4(x)∑n

J=1

[
sJ(x)/hJ(x)

] (3.1.8)

El aspecto de esta función de forma aśı definida, véase la figura 3.5, es muy

similar al de la función de forma Sibsoniana vista anteriormente, mostrada en la

figura 3.3.

En el apartado dedicado a las propiedades del método 3.3, se comentan también



Caṕıtulo 3. El método de los Elementos Naturales 69

Figura 3.4: Definición de coordenadas no-Sibsoniana.

las propiedades de la interpolación no-Sibsoniana.

Nota 3.1.3. El interpolante no-Sibsoniano se define usando entidades geométricas

de una dimensión menos que el espacio original en consideración. Esto hace que, en

general, el coste computacional sea ligeramente menor.

3.2 Formulación débil del problema

A continuación se presenta un estudio de las ecuaciones de gobierno y de la

forma débil del problema de la elastostática lineal. Sin embargo, en el desarrollo

de esta tesis, se puede encontrar otro tipo de ecuaciones de gobierno, como en el

caṕıtulo dedicado a la formulación mixta (Caṕıtulo 5), aśı como el caṕıtulo dedicado

a la dinámica de fluidos (Caṕıtulo 6). A ellas se hará referencia más adelante.

Ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones que gobiernan el problema de la elastostática lineal se pueden

formular como sigue:

Dado un dominio Ω ⊂ Rn, con n = 1, 2, 3, y dado Γ su contorno, la ecuación

de equilibrio en elastostática lineal puede escribirse como

∇ · σ + b = 0, en Ω, (3.2.1)
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Figura 3.5: Función de forma no-Sibsoniana (Sukumar et al. [1998])

donde ∇ es el operador divergencia, σ representa el tensor de tensiones de Cauchy

para un campo de desplazamientos cinemáticamente admisibles u y b es el vector

de fuerzas por unidad de volumen.

La relación de comportamiento para un material elástico lineal en proceso

isotermo y con tensiones y deformaciones iniciales nulas, viene dada por

σ = C : ε, (3.2.2)

donde ε es el tensor de pequeñas deformaciones de Cauchy, y C el tensor de com-

portamiento del material. La relación cinemática entre el tensor de pequeñas defor-

maciones y el vector de desplazamientos u es

ε = ∇su,

donde ∇s es la parte simétrica del operador gradiente.
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Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno naturales y esenciales son, respectivamente:

σ · n = t en Γt (3.2.3)

u = u en Γu (3.2.4)

Debe cumplirse que Γ = Γu + Γt y que Γu

⋂
Γt = ∅. Donde Γ es el contorno de Ω, n

representa el vector normal al contorno y u y t son los desplazamientos y tensiones

en el contorno prescritos, respectivamente.

Formulación débil del problema

La forma débil o forma variacional (principio de los trabajos virtuales) asociada

a la ecuación (3.2.1) seŕıa: Encontrar u ∈ H1(Ω) tal que∫
Ω

∇sδv : σdΩ =

∫
Ω

δv · bdΩ +

∫
Γt

δv · tdΓ ∀δv ∈ H1
0 (Ω), (3.2.5)

donde H1(Ω) es el espacio de Sobolev de funciones con la primera derivada de

cuadrado integrable sobre Ω, y H1
0 (Ω) es el espacio de Sobolev de funciones con

el cuadrado de la primera derivada integrable sobre en Ω y que se anulan sobre la

frontera esencial Γu.

La forma discreta del problema (método de Petrov-Galerkin) se tendŕıa al

escoger unas aproximaciones a u y δv de la forma:

δvh
i =

∑
I

ΨI(x)δvIi (3.2.6)

uh
i =

∑
I

ΦI(x)uIi (3.2.7)

donde δvIi son coeficientes arbitrarios, con tal de que δvh
i se anule en Γu. Normal-

mente, en el ámbito del método de los elementos naturales, las funciones ΨI(x) y

ΦI(x) se toman idénticas a las dadas en la ecuación (3.1.4), dando lugar a un método

de Bubnov-Galerkin. Se obtiene aśı un sistema discreto de ecuaciones

Ku = f ext, (3.2.8)
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donde

KIJ =

∫
Ω

BT
I CBJdΩ, (3.2.9)

f ext
I =

∫
Γt

φItdΓ +

∫
Ω

φIbdΩ +

∫
Ω

BT
I Cε∗dΩ. (3.2.10)

donde C representa la forma matricial del tensor de comportamiento de cuarto

orden, C.

En las anteriores ecuaciones, BI es la matriz de derivadas de las funciones

de aproximación, la cual viene definida como sigue para el caso de un problema

tridimensional (por ejemplo),

BI =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

φI,x 0 0

0 φI,y 0

0 0 φI,z

φI,y φI,x 0

φI,z 0 φI,x

0 φI,z φI,y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.2.11)

La matriz de comportamiento C para un material isótropo elástico lineal es:

C =
E(1 − ν)

(1 − 2ν)(1 + ν)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 ν
1−ν

ν
1−ν

0 0 0
ν

1−ν
1 ν

1−ν
0 0 0

ν
1−ν

ν
1−ν

1 0 0 0

0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

0 0

0 0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

0

0 0 0 0 0 1−2ν
2(1−ν)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.2.12)

3.3 Propiedades del Método de Elementos Natu-
rales

A continuación se describen algunas de las propiedades más importantes que

presenta este método. Estas propiedades son consecuencia directa de la interpolación

por vecinos naturales descrita anteriormente, aśı como propiedades que también

ofrece el interpolante no-Sibsoniano aplicado al método de los elementos naturales.
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Proposición 3.3.1 (Funciones estrictamente interpolantes). A diferencia de

la mayoŕıa de los métodos sin malla, las funciones de forma del método de los

elementos naturales son funciones estrictamente interpolantes, es decir, la superficie

interpolada contiene los valores nodales:

φI(xJ) = δIJ , (3.3.1)

de forma que los parámetros nodales u, son los desplazamientos nodales.

Demostración. Inmediata, al hacer x −→ J en (3.1.4).

Obtenemos aśı una primera ventaja de este método frente a otros métodos sin

malla, ya que no hace uso de técnicas de interpolación para la prescripción de despla-

zamientos nodales, bastaŕıa con realizar una sustitución directa. Sin embargo, debe

tenerse en cuenta que esta propiedad no es suficiente para una correcta imposición

de condiciones de contorno esenciales, por que el cumplimiento de éstas en los nodos

del contorno no asegura su cumplimiento en todo él.

Nota 3.3.1. Otras funciones como las del MMCM, tienen un carácter aproximante,

no cumplen la condición anterior (3.3.1).

Nota 3.3.2 (Independencia de la distribución). Es conocida la dependencia de los

métodos de aproximación a la distribución de los puntos que forman el mallado

del dominio (MEF) (véase Babuška y Aziz [1976]), donde existe un ĺımite en el

ángulo mı́nimo de la triangulación para asegurar la convergencia de los resultados.

Sin embargo, la interpolación por vecinos naturales, y por extensión el MEN, no

muestran un comportamiento tan sensible a dicha distribución de los puntos. De

hecho, no existe ningún requerimiento sobre el ángulo mı́nimo que deben tener los

triángulos que forman la triangulación de Delaunay del dominio del problema, ni

tampoco se han mostrado dependencia directa de los resultados que presenta el MEN

respecto a dicha triangulación, ni en dos dimensiones (Sukumar et al. [1998]),

ni en tres (Cueto et al. [2002]).

Nota 3.3.3 (Partición de la unidad). Por construcción, (ecuación 3.1.4), las funciones

de forma del MEN constituyen una partición de la unidad, es decir,

n∑
I=1

φI(x) = 1 (3.3.2)

Esto puede ser aprovechado para enriquecer el interpolante, tal y como propusieron

Babuška y Melenk [1996].
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Por otro lado, es bien conocido que para asegurar la convergencia de un método,

es necesario que éste sea consistente y estable (Belytschko et al. [1998a]).

La consistencia del método está relacionada con el grado del polinomio que es

capaz de reproducir. Si la ecuación diferencial que rige el problema es de orden 2k,

entonces al método se le exige consistencia de orden k, es decir, que sea capaz de

reproducir un campo constante en la derivada de orden k de la variable esencial.

Particularmente en el caso de la elastostática, cuya ecuación diferencial es de

grado 2, se debe poder reproducir un campo de desplazamientos lineal.

Proposición 3.3.2 (Consistencia y estabilidad). El método de los elementos

naturales formulado anteriormente es consistente y estable.

Demostración. Sibson [1980] ha demostrado que las coordenadas de vecino natural

cumplen

x =
n∑

I=1

φI(x)xI (3.3.3)

Esta propiedad, junto con la propiedad de partición de la unidad (3.3.2), proporcio-

nan la demostración de la consistencia lineal.

Proposición 3.3.3 (Continuidad y derivabilidad). Referente a las condiciones

de continuidad y de derivabilidad, la función de forma del MEN es derivable, de clase

C∞, en todos los puntos del dominio, excepto en los nodos, donde es C0 (Sibson

[1980]).

Demostración. (Hiyoshi [2000]) Para demostrar la continuidad del interpolante

Sibsoniano es suficiente demostrar que φI(xJ) −→ δIJ cuando x se aproxima a

xJ . Nótese que φJ(x) es finito mientras φI(x) para I �= J tiende a 0 cuando x se

aproxima a xJ .

Para cualquier I = 1, . . . , n, se obtiene que

φI(x) =
φI(x)

φ1(x) + · · · + φJ(x) + · · ·+ φn(x)
−→ δIJ .

Nota 3.3.4. Es posible construir funciones de forma de continuidad C1 basadas en la

interpolación por vecinos naturales. Varios tipos de estas interpolaciones han sido

propuestas en la literatura. Por ejemplo, Sibson [1981] propone utilizar mı́nimos

cuadrados ponderados para modificar su esquema de interpolación original. Por otro

lado, Belikov y Semenov [1998] proponen un procedimiento para la generación

de una interpolación de alto orden usando interpolantes no-Sibsonianos.
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Propiedades de la interpolación no-Sibsoniana

El interpolante no-Sibsoniano presenta las mismas propiedades que el inter-

polante Sibsoniano, tales como partición de la unidad, interpolación, soporte y

regularidad de las funciones de forma, propiedades que se comentan más adelante

en el apartado dedicado a las propiedades del método, 3.3. Además, debido a las

propiedades anteriores, ambos interpolantes aseguran que la norma de la interpo-

lación está acotada: ‖u‖ ≤ max
I

uI . Los interpolantes resultantes de combinaciones

lineales de interpolantes Sibsonianos y no-Sibsonianos son también interpolantes

basados en vecinos naturales válidos para la solución de ecuaciones en derivadas

parciales (Sukumar et al. [2001]).

Proposición 3.3.4 (Consistencia lineal). El interpolante no-Sibsoniano tiene

precisión lineal, es decir, reproduce el espacio de polinomios lineales en Rd (Belikov

et al. [1997]).

Demostración. Sukumar et al. [2001] Considérese un campo de desplazamientos

lineal de la forma:

u(x) = α + βT x, (3.3.4)

donde α y β son vectores constantes. Los desplazamientos nodales exactos están

dados por

uI = α + βT xI , (3.3.5)

donde I es el ı́ndice de cada nodo. Considérese la función de aproximación del MEN,

uh(x) =

n∑
I=1

φI(x)uI , (3.3.6)

donde uI es el vector de desplazamientos nodales del nodo I. Teniendo en cuenta

(3.3.5) en la ecuación anterior, se obtiene

uh(x) = α

n∑
I=1

φI(x) + βT
n∑

I=1

φI(x)xI . (3.3.7)

Sumando y restando a esta ecuación βT x y teniendo en cuenta que∑
I

φI(x) = 1,
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se tiene que

uh(x) = α + βT x + βT
n∑

I=1

φI(x)(xI − x). (3.3.8)

Para completar la demostración es suficiente mostrar que se mantiene la siguiente

igualdad: ∑
I

φI(x)(xI − x) = 0. (3.3.9)

En primer lugar se demuestra que la igualdad anterior se satisface en el caso bidi-

mensional. Teniendo en cuenta una transformación del espacio R
2 en el espacio C,

tal que

(x, y) ∈ R
2, z = x+ iy ∈ C

se puede reescribir el criterio anterior como∑
I

φI(z)(zI − z) = 0. (3.3.10)

Sustituyendo la forma expĺıcita de la función de forma no-Sibsoniana de la ecuación

(3.1.8) se obtiene ∑n
I=1(zI − z) sI (z)

hI (z)∑n
J=1

sJ(z)
hJ(z)

= 0. (3.3.11)

Para demostrar lo anterior, nótese que los lados de la celda de Voronoi que contiene

a (x, y) son los números complejos z̃I . Si el poĺıgono tiene el contorno cerrado, se

satisface
n∑

I=1

z̃I = 0.

Introduciendo la forma trigonométrica de los números complejos,

z̃I = sI(z)exp(iϕI(z)),

n∑
I=1

z̃I =

n∑
I=1

sI(z)exp(iϕI(z)) = i

n∑
I=1

sI(z)exp(iϕI(z) − i
π

2
) = 0, (3.3.12)

y como |zI − z| = 2hI(z), se puede escribir que

i

n∑
I=1

[
hI(z)exp(iϕI(z) − i

π

2
)

]
sI(z)

hI(z)
=
i

2

n∑
I=1

(zI − z)
sI(z)

hI(z)
= 0, (3.3.13)
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lo cual prueba la ecuación (3.3.11) y aśı

uh(x) = α + βT x = u(x),

quedando completa la demostración para el caso plano.

Para un caso arbitrario R
d considérese análogamente un campo de desplaza-

mientos lineal u(x) ∈ Rd, el cual satisface la ecuación (3.3.9) anterior. Siguiendo la

demostración para el caso plano, se tiene que demostrar el siguiente criterio para el

caso de d dimensiones. ∑n
I=1(xI − x) sI(x)

hI(x)∑n
J=1

sJ (x)
hJ (x)

= 0. (3.3.14)

Para probar esto, considérese una superficie cerrada S de la celda de Voronoi que

contiene a x ∈ Rd y su volumen V. Considérese también el vector identidad. Por el

Teorema de Green ∫
V

∇fdV =

∮
S

fdS. (3.3.15)

Sustituyendo f = 1 en la ecuación anterior, se obtiene∫
V

∇fdV = 0 =

∮
S

dS =
n∑

I=1

(xI − x)sI(x)

|xI − x| , (3.3.16)

y como |zI − z| = 2hI(z), se puede escribir que

n∑
I=1

(xI − x)sI(x)

2hI(x)
= 0, (3.3.17)

lo cual prueba la ecuación (3.3.14) y aśı

uh(x) = α + βT x = u(x),

quedando completa la demostración para el caso general.

3.3.1. Aproximación en el MEN

La aproximación que estas funciones de forma proporcionan en un determinado

punto depende directamente del número de vecinos naturales que tiene ese punto.

A continuación se presentan algunos teoremas que muestran el comportamiento de

la aproximación por vecinos naturales.
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��1 2

������	 ��	

Punto de evaluación

Vértice de Voronoi

Nodo

Figura 3.6: Aproximación en el elemento de referencia unidimensional.

Proposición 3.3.5. En dominios de una solo dimensión, la función de forma del

MEN equivale a la del método de los Elementos Finitos lineales.

Demostración. Sukumar et al. [1998] Considérese un segmento de longitud L

discretizado por medio de N nodos no necesariamente regularmente espaciados. Los

vértices del diagrama de Voronoi en una dimensión se localizan, por definición, en

el punto medio entre los nodos. Como consecuencia, cada punto del segmento [0, L]

tiene siempre dos vecinos naturales —el nodo más cercano y el segundo nodo en

cercańıa—.

Considérese el espacio entre dos nodos nI y nI+1 , numerados en el sistema

de referencia como 1 y 2 (véase la figura 3.6), ΩI . Si establecemos un sistema de

coordenadas

ε =
(x − xI)

(xI+1 − xI)
,

de forma que ε ∈ [0, 1], las funciones de forma se pueden escribir como

φI(ε) =
LεI

Lε1 + Lε2
(3.3.18)

siendo

Lε1 =
(1 − ε)

2
y Lε2 =

ε

2
.

De aqúı se deduce que φ1(ε) = 1 − ε y que φ2(ε) = ε

En dos dimensiones la situación cambia radicalmente y el tipo de aproximación

conseguida dependerá del número de vecinos naturales del punto bajo consideración.
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Teorema 3.3.6. Si un punto tiene tres vecinos naturales, las funciones de forma

del MEN equivalen a las coordenadas baricéntricas del triángulo, es decir, a las

funciones de forma del elemento finito triangular lineal ( constant strain triangle,

CST).

Demostración. Denominando 1, 2 y 3 a los nodos vecinos del punto x = (x, y) en

cuestión, de coordenadas (xI , yI) y acudiendo a la consistencia lineal del método

(3.3.3) se deberá cumplir que

3∑
I=1

φI(x) = 1 (3.3.19)

3∑
I=1

φI(x)xI = x (3.3.20)

3∑
I=1

φI(x)yI = y (3.3.21)

En forma matricial, se tendŕıa:

D(x) =

⎛⎝ 1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

⎞⎠⎛⎝φ1(x)

φ2(x)

φ3(x)

⎞⎠ =

⎛⎝1

x

y

⎞⎠ (3.3.22)

La solución del sistema de ecuaciones anterior vendrá dada por

φ1(x) =
D1(x)

D(x)
(3.3.23)

φ2(x) =
D2(x)

D(x)
(3.3.24)

φ3(x) =
D3(x)

D(x)
(3.3.25)

siendo

D(x) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣ = 2A123 (3.3.26)

y siendo D1(x) = 2A1(x), D2(x) = 2A2(x) y D3(x) = 2A3(x), lo cual constituye

precisamente la definición de las coordenadas baricéntricas o, lo que es lo mismo,

las funciones de forma de los Elementos Finitos triangulares lineales, tal y como se
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queŕıa demostrar.

Teorema 3.3.7. Si el punto tiene 4 vecinos naturales situados en una ret́ıcula re-

gular, la aproximación obtenida es una interpolación bilineal entre esos nodos.

1 2

34

(x,y)

a

b

c

d
e

Figura 3.7: Aproximación en el caso de que un punto tenga cuatro vecinos naturales
dispuestos en una red regular (Sukumar et al. [1998]).

Demostración. Considérese ahora un punto x con cuatro vecinos situados en los

vértices de un cuadrado (figura 3.7). Por definición, las coordenadas de vecino na-

tural de x serán:

φI(x) =
AI(x)

A(x)
; I = 1, . . . , 4. (3.3.27)

siendo A1(x), A2(x), A3(x) y A4(x), respectivamente, las áreas de los triángulos

eda, eab, ebc y ecd. A(x) representa al área de la celda de Voronoi de primer orden,

cuyo centro es el punto e.

Para calcular las áreas de las celdas de Voronoi de segundo orden supongamos

que el cuadrado en cuestión tiene tamaño unitario, es decir, que sus vértices están

situados en los puntos (x1, y1) = (0, 0), (x2, y2) = (1, 0), (x3, y3) = (1, 1) y (x4, y4) =

(0, 1). Siendo aśı, se calcula rápidamente que las coordenadas de los vértices de las

celdas de segundo orden —esto es, los centros de los circunćırculos— tienen por



Caṕıtulo 3. El método de los Elementos Naturales 81

coordenadas:

a1 =
1

2
, a2 =

−x+ x2 + y2

2y
(3.3.28)

b1 =
1 + y − x2 − y2

2(1 − x)
, b2 =

1

2
(3.3.29)

c1 =
1

2
, c2 =

1 + x− x2 − y2

2(1 − y)
(3.3.30)

d1 =
−y + x2 + y2

2x
, d2 =

1

2
(3.3.31)

Las áreas de los triángulos serán:

A1(x) =
(x2 + y2 − x− y)2

8xy
(3.3.32)

A2(x) =
(x2 + y2 − x− y)2

8y(1− x)
(3.3.33)

A3(x) =
(x2 + y2 − x− y)2

8(1 − x)(1 − y)
(3.3.34)

A4(x) =
(x2 + y2 − x− y)2

8x(1 − y)
(3.3.35)

y el área total, dado que A(x) =
∑4

I=1AI , será:

A(x) =
(x2 + y2 − x− y)2

8xy(1 − x)(1 − y)
(3.3.36)

obteniéndose finalmente que:

φ1(x) = (1 − x)(1 − y) (3.3.37)

φ2(x) = x(1 − y) (3.3.38)

φ3(x) = xy (3.3.39)

φ4(x) = y(1 − x) (3.3.40)

que son precisamente las ecuaciones de las funciones de forma del elemento finito

bilineal cuadrilátero sobre las coordenadas de referencia.

Nota 3.3.5. Hay que recalcar que el teorema anterior es cierto solo para el caso de que

el punto tenga cuatro vecinos naturales dispuestos en una red rectangular y no para



82 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

el caso general de que tenga cuatro vecinos dispuestos irregularmente. En el caso

de que el punto tenga más de cuatro vecinos o incluso cuatro, pero irregularmente

distribuidos, la aproximación resultante es de tipo racional.

3.4 Cálculo de las funciones de forma del MEN

Para problemas de dos dimensiones existen dos algoritmos muy extendidos a

la hora de calcular las funciones de forma del método de los elementos naturales,

a saber, el algoritmo de Watson (Watson [1994]) y el algoritmo de Lasserre

[1983]. El primero se centra en el cálculo de las coordenadas de los vecinos naturales

descomponiendo las celdas de Voronoi en triángulos, que son a su vez, sub-triángulos

de la triangulación de Delaunay. Sin embargo, el algoritmo de Lasserre calcula dichas

coordenadas mediante una relación de áreas.

El autor no conoce ninguna extensión del algoritmo de Watson a tres dimen-

siones, mientras que el Algoritmo de Lasserre śı ha sido extendido. Este es también

más robusto, estando bien definido para cualquier punto del dominio. Por el con-

trario, el algoritmo de Watson falla en el cálculo de las funciones de forma en los

puntos situados en los lados de los triángulos de la triangulación de Delaunay. En

esta tesis, se ha utilizado el algoritmo de Lasserre para el cálculo de las funciones

de forma en problemas tridimensionales (obvio, por lo comentado anteriormente).

En problemas bidimensionales, por el contrario, las funciones de forma han sido

calculadas tanto mediante el algoritmo de Watson como el algoritmo de Lasserre.

3.4.1. Algoritmo de Watson

Los detalles de este algoritmo pueden consultarse en Watson [1994]. Para

describir brevemente el mismo, y su implementación numérica, se refiere al lector

a la figura 3.2, donde se describe gráficamente la construcción de las funciones de

interpolación por vecinos naturales. En la figura 3.8 aparece el conjunto de nodos

original. El diagrama de Voronoi se representa mediante ĺıneas discontinuas y tam-

bién se muestran los circunćırculos que forman cada triángulo de Delaunay.

La metodoloǵıa de cálculo de la evaluación de las funciones de forma está basa-

da en que la celda de Voronoi de segundo orden de x (figura 3.2) puede ser calculada

mediante la suma de distintas áreas de triángulos. Para determinar fácilmente si un

nodo de la nube inicial es vecino natural de un punto x se usa el criterio del cir-

cunćırculo vaćıo definido anteriormente en el apartado 3.1.1. Si el cuadrado de la

distancia Eucĺıdea desde x al centro de un circunćırculo (asociado con los nodos
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Figura 3.8: Cálculo de la función de forma mediante el algoritmo de Watson.

nI , nJ , y nK) es menor que el cuadrado del radio del circunćırculo, los nodos nI , nJ ,

y nK son vecinos naturales del punto x:

‖v − x‖2 < R2 (3.4.1)

donde v representa el centro del circunćırculo de un triángulo de Delaunay y R

el radio del mismo. Si esta propiedad se cumple, los tres nodos del triángulo son

vecinos naturales del punto x.

Dada una terna (p, q, r) que representan los vértices de un triángulo, para cada

triángulo de Delaunay t que cumpla la condición (3.4.1) anterior, se forma un nuevo

grupo de triángulos {t1, t2, t3}, definido cada uno por el punto x y por dos de los

vértices de t, véase figura 3.8. Si se considera un nuevo sistema de numeración ai,

(i = 1, 2, 3) para los vértices de esos tres nuevos triángulos ti, se pueden calcular los

nuevos circuncentros de estos nuevos triángulos y sus derivadas mediante la siguiente

expresión

ci(x) = Θ(aj , ak,x) (3.4.2)

ci,m(x) = Θ,m(aj , ak,x) (3.4.3)
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donde m = 1, 2 e i, j, k son permutaciones ćıclicas de 1, 2 y 3, y donde Θ y Θ,m

representan funcionales que proporcionan el circuncentro de un triángulo y de su

derivada, respectivamente.

Estos centros definen a su vez otra serie de subtriángulos, formados por las per-

mutaciones que pueden realizarse en el conjunto {c1(x), c2(x), c3(x),v}, de tal forma

que v aparezca en todos los triángulos. El área y las derivadas de estos triángulos

se puede escribir en la forma

αit(x) = Ψ(cj(x), ck(x), v) (3.4.4)

αit,m(x) = Ψ,m(cj(x), ck(x), v) (3.4.5)

donde m = 1, 2 y i, j, k toman valores 1,2,3 permutados ćıclicamente. Nótese que se

deben almacenar los vértices de todos los triángulos en sentido antihorario, al igual

que en el MEF, para lograr un correcto mantenimiento del signo en estas fórmulas.

Nota 3.4.1. A pesar de estar correctamente definido desde el punto de vista geo-

métrico, el algoritmo anterior posee un caso en el que degenera desde el punto

de vista numérico. Si el punto x en el que se quiere calcular la función de forma

está alineado con dos nodos (esto es, en el lado de un triángulo), uno de los puntos

auxiliares se va al infinito. Como quiera que en el curso de los cómputos normales en

una implementación de Galerkin estos valores se requieren siempre en los puntos de

integración y éstos son siempre interiores a los triángulos, no se producen problemas

apreciables. Pero es un problema a tener en cuenta si se utiliza alguna otra técnica

de integración, donde no se tiene por qué cumplir dicha distribución de los puntos

de integración, como se verá más adelante durante el desarrollo de esta tesis.

3.4.2. Algoritmo de Lasserre

El algoritmo de Lasserre comienza por expresar el volumen de un poliedro

convexo en la forma de un conjunto de inecuaciones en Rn, que puede ser definido

como sigue

Definición 3.4.1. Consideremos un poliedro convexo definido por

{x / Ax ≤ b}, (3.4.6)

donde x representa, como es usual, un punto de Rn, A es una matriz de dimensión

(m,n) y b es un vector de dimensión m, siendo m el número de restricciones que

definen el volumen.
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D(b) denota el dominio {x / Ax ≤ b}. El volumen encerrado por el poliedro

está dado por

V (n,A, b) (3.4.7)

Si D(b) está vaćıo o no tiene ningún punto interior, su volumen es cero. La

i-ésima cara del poliedro D(b) se define como

{x / (ai · x) = bi,Ax ≤ b}, (3.4.8)

donde ai representa la i-ésima columna de A y (ai ·x) representa el producto escalar

en Rn. Su volumen, en el espacio Rn−1 se denota por:

Vi(n− 1,A, b) (3.4.9)

El principal resultado que presenta el método de Lasserre es el siguiente teo-

rema,

Teorema 3.4.1. Si V (n,A, b) es derivable en b, entonces

V (n,A, b) =
1

n

m∑
i=1

(
bi

‖ai‖
)
Vi(n− 1,A, b). (3.4.10)

Demostración. El volumen V (n,A, b) es una función homogénea y positiva de b.

Entonces, si se aplica el Teorema de Euler sobre funciones homogéneas, se tiene que

nV (n,A, b) = (bi · ∇V (n,A, b)).

y entonces,
∂V

∂bi
=

1

‖ai‖Vi(n− 1,A, b),

como queŕıamos demostrar.

Nota 3.4.2. Un resultado geométrico conocido es el siguiente: dado un poliedro con-

vexo con un interior no vaćıo y definido por la intersección de m semiplanos donde m

es mı́nimo (el propio poliedro no puede ser definido por menos de esos m semiplanos)

y dado un punto a cualquiera, entonces

Volumen =
1

d

m∑
i=1

d(a, Hi) × volumen(cara i). (3.4.11)
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donde d(a, Hi) es la distancia algebraica de a hasta el hiperplano Hi y volumen(cara

i) representa el volumen en dimensión d− 1, siendo d la dimensión del espacio.

En (3.4.10), con n = d, bi

‖ai‖ es la distancia algebraica desde el origen al hiper-

plano (ai · x) = bi, y Vi(n− 1,A, b) es el volumen (en dimensión n − 1) de la cara

i.

Este algoritmo puede ser construido de forma recursiva. Aśı el cálculo del

volumen es realizado en la forma de un árbol binario, empezando por dimensión n

y llevando el cálculo de n longitudes en R. Este volumen puede ser calculado por:

V (n,A, b) =
1

n

m∑
i=0

bi
|ait|V

′
it(n− 1, Ai,t, bt) (3.4.12)

En esta expresión Ai,t representa la matriz reducida, obteniéndose de A mediante

eliminación de la t-ésima variable, por medio de la ecuación aix = bi. bt es el vector

reducido después de esta eliminación y ait el t-ésimo elemento de ai. V
′
it representa el

volumen en dimensión n−1 obtenido con la matriz reducida Ai,t y el vector reducido

bt . En el trabajo de Braun y Sambridge [1995] el valor de t es elegido tal que

|ait| = máx
j

|aij| (3.4.13)

3.5 Imposición de condiciones de contorno esen-
ciales en el MEN

Según se traten contornos cóncavos o convexos, las propiedades de aproxi-

mación del método de los elementos naturales son diferentes. Esto hace que el MEN

tenga en lo relativo a la imposición de condiciones de contorno esenciales unas ca-

racteŕısticas diferentes a los demás métodos sin malla.

Teorema 3.5.1. La función de forma del MEN es lineal a lo largo de contornos

convexos, mientras que en contornos no convexos no lo es.

Demostración. Sukumar et al. [1998], Sukumar [1998]. Considérese, por sim-

plicidad, un contorno esencial convexo Γu en R2 (véase la figura 3.9). Considérese un

triángulo con dos nodos en el contorno y un sistema de coordenadas lineal ξ definido

entre esos dos nodos, en la figura, 1 y 2. Se supone que el punto ξ tiene solo tres

vecinos naturales, aunque la demostración en el caso más general puede realizarse
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Figura 3.9: Interpolación lineal a lo largo de un contorno convexo Γu.

por extensión de ésta de forma directa. Esos nodos vecinos naturales serán en este

caso los denominados 1, 2 y 3.

De acuerdo con (3.1.4), la función de forma se puede calcular como

φI(ξ) =
AI(ξ)

A(ξ)
(I = 1, 2, 3) (3.5.1)

donde A(ξ) =
∑3

J=1AJ(ξ). En la misma figura se puede observar que las celdas de

Voronoi en esta parte del dominio no tienen ĺımite superior y por tanto poseen un

área no acotada. Por consiguiente, las áreas de la fórmula (3.5.1) se pueden expresar

como

A1(ξ) = lim
L→∞

L
1 − ξ

2
+ δ1, A2(ξ) = lim

L→∞
L
ξ

2
+ δ2, A3 = δ3 (3.5.2)
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donde las δI representan áreas finitas. Se tiene entonces que

φ1(ξ) = lim
L→∞

L(1 − ξ) + 2δ1
L+ 2δ1 + 2δ2 + 2δ3

φ2(ξ) = lim
L→∞

Lξ + 2δ2
L+ 2δ1 + 2δ2 + 2δ3

(3.5.3)

φ3(ξ) = lim
L→∞

2δ3
L+ 2δ1 + 2δ2 + 2δ3

y resolviendo esos ĺımites

φ1(ξ) = 1 − ξ, φ2(ξ) = ξ, φ3(ξ) = 0 (3.5.4)

Se puede ver entonces que, debido al hecho de que las áreas asociadas a nodos

en el contorno tienen un área infinita, la contribución de los nodos interiores en esta

zona se hace nula. Siguiendo este mismo razonamiento, se puede observar cómo esta

propiedad no es extensible a dominios no convexos. En ese caso, la contribución de

nodos interiores se hace no despreciable frente a la de los nodos exteriores. En el

trabajo de Sukumar et al. [1998], Sukumar [1998] se hace referencia a que los

errores debidos a esta causa rondaŕıan un 2 %.

3.5.1. El MEN basado en formas α

A continuación se introduce el concepto de forma α y su influencia en el método

de los elementos naturales, véase Cueto [2001]. Las funciones α surgen como

respuesta a la siguiente pregunta: ¿contiene una nube de puntos, sin ningún tipo

de conectividad establecida a priori entre ellos, información acerca de la forma real

del dominio sobre el que están distribuidos? La respuesta la dieron Edelsbrunner

et al. [1983] y Edelsbrunner y Mücke [1994], estableciendo el concepto de

forma α.

Formas α de una nube de puntos

Las formas α están relacionadas con la triangulación de Delaunay, que se con-

sidera como estructura fundamental de la nube de puntos. La triangulación de De-

launay está definida siempre sobre la envoltura convexa de la nube, es decir, sobre el

más pequeño de los politopos (porción del espacio limitada por un poliedro) convexos

que pueden definirse conteniendo a todos los puntos.
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Conceptualmente, las formas α son una generalización de la envoltura convexa

de un conjunto de puntos.

Definición 3.5.1. Sea S un conjunto finito de puntos en R3. Sea también α ∈
R, α ∈ [0,∞). Se denomina α-esfera a la esfera abierta de radio α. Una α-esfera b

se dice vaćıa si b ∩ S = ∅.
Se denomina k-śımplex, σT a la envoltura convexa de un subconjunto de S, T ⊂ S

tal que, |T | = k + 1, con 0 ≤ k ≤ 3 (nótese que un 2-śımplex es un triángulo y

un 3-śımplex es un tetraedro sólo si se acepta lo que Edelsbrunner denomina en su

trabajo posición general de los puntos, es decir, que no hay cuatro puntos en un

plano ni cinco en una esfera).

Definición 3.5.2. Sea S un conjunto finito de puntos en R3, y sea T ⊂ S un

subconjunto de S, tal que |T | = k + 1, con 0 ≤ k ≤ 3. Se dice que un k-śımplex σT

está α-expuesto si existe una α-esfera vaćıa b, con T = ∂b ∩ S, donde ∂b es la esfera

o plano que limita a b.

Definición 3.5.3. Dado un valor α ∈ R se denota por Fk,α al conjunto de k-śımplex

α-expuestos, con 0 ≤ α ≤ 2. Los k-śımplex en Fk,α se denominan k-caras de Sα.

Definición 3.5.4. Se define la Forma α de S, y se denota por Sα, al politopo cuyo

contorno está formado por los triángulos de F2,α, las aristas de F1,α y los vértices de

F0,α.

Con la definición anterior se tendŕıa bien definido el contorno, pero no qué parte

de R3 \ ∂Sα está dentro de Sα y cual está fuera.

Proposición 3.5.2. Fijado un valor α cualquiera, para cada triángulo α-expuesto

existen dos α-esferas (no necesariamente vaćıas) b1 y b2 tales que b1 �= b2, T ⊆ ∂b1
y T ⊆ ∂b2. Si las dos esferas están vaćıas entonces el triángulo no pertenece al

contorno del interior de Sα. Si una de las esferas estuviera vaćıa y la otra no,

entonces el triángulo limitaŕıa el interior de Sα.

La “sencillez” del concepto de forma α se pone de manifiesto en el ejemplo

de la figura 3.10, que presenta la evolución de la misma para una nube de puntos

extráıda de la geometŕıa de una mand́ıbula humana. Se presentan la nube de puntos

original (es decir, S0), las formas S1,0, S1,5, S3,5 —donde se representa la forma
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óptima de la geometŕıa de la mand́ıbula que forman la nube de puntos— y S∞, que

es la envoltura convexa de la nube de puntos que se ha considerado. Si existe una

nube de puntos suficientemente densa, es fácil encontrar un valor α que determina

una geometŕıa precisa del dominio.

A continuación se presentan distintas definiciones que permitirán un adecuado

desarrollo para describir la imposición de condiciones esenciales de contorno en el

MEN mediante formas α.

Definición 3.5.5. Se define el concepto de complejo simplicial C, como una colección

de k-śımplex cerrados (0 ≤ k ≤ 3) que satisface:

(i) Si σT ∈ C, entonces σT ′ ∈ C para todo T ′ ⊆ T

(ii) Si σT , σT ′ ∈ C entonces, o bien σT ∩ σT ′ = ∅ ó σT ∩ σT ′ = σT∩T ′

Definición 3.5.6. Considérese ahora un śımplex σT , limitado por una esfera bT de

radio �T . Para 1 ≤ k ≤ 3 y 0 ≤ α <∞ se definen los conjuntos Gk,α como la unión

de los k-śımplices σT ∈ Del(S) para los cuales bT está vaćıa y �T < α. G0,α se define

idénticamente igual a N .

Definición 3.5.7. Se define entonces el α-complejo de N , Cα(N) como el complejo

simplicial cuyos k-śımplex pertenecen a Gk,α o bien limitan (k + 1)-śımplex de Cα.

El espacio subyacente de Cα, |Cα|, seŕıa entonces la unión de todos los śımplex

de Cα. La importancia de los α-complejos viene dada por la relación

Sα = |Cα| ∀ α ∈ [0,∞) (3.5.5)

la cual pone de manifiesto que una forma α es triangulada por un subconjunto de

la triangulación de Delaunay.

Para una descripción más extensa referente a las formas α y su algoŕıtmica, se

propone al lector la consulta de Edelsbrunner y Mücke [1994].

Imposición de condiciones esenciales de contorno en el MEN mediante

formas α

Se ha visto anteriormente que el hecho de que las celdas de Voronoi asociadas a

nodos en contornos convexos no tengan área acotada proporciona el deseado carácter
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Figura 3.10: Evolución de la forma α de una nube de puntos repartida por la geo-
metŕıa de una mand́ıbula. Formas S0 (a), S1,0 (b), S1,5 (c), S3,5 (d) y S∞ (e).
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interpolante en el contorno. Dado que esta circunstancia no se da en las celdas

asociadas a nodos situados en contornos cóncavos, el valor del interpolante en esas

zonas depende además del valor en nodos interiores al dominio. La interpolación por

vecinos naturales pierde aśı el carácter interpolante en estos contornos.

La solución propuesta en Cueto et al. [2000] parte de una conocida propie-

dad de los vecinos naturales. Si dos nodos son vecinos naturales, forman los extremos

de un lado de un triángulo de Delaunay y comparten un segmento de una celda de

Voronoi. De la misma forma, si se introduce un nodo x en la triangulación, sus

vecinos serán aquellos que formen con él los nuevos triángulos. La forma α permite

restringir esta vecindad a nodos distantes hasta un determinado valor α. Se propone

aśı una nueva definición para la celda de Voronoi:

Definición 3.5.8. La celda de Voronoi modificada de primer orden se define como

sigue

TI = {x ∈ R
2 / d(x, nI) < d(x, nJ) ∧ σT ∈ Cα(N)} ∀J �= I (3.5.6)

donde σT es el k-śımplex formado por los nodos nI , nJ y cualquiera del resto de los

nodos de N , nK . Cα(N) es el α-complejo asociado al dominio que se desea reproducir.

Nota 3.5.1. Nótese que en esta propuesta la vecindad ya no está asociada a la celda

de Voronoi en el sentido clásico, dado que estas nuevas celdas tienen intersección no

vaćıa fuera del dominio. De esta forma, un punto en el espacio puede estar asociado

a más de una celda, contrariamente a lo que sucede con las celdas de Voronoi.

Śı se mantiene la propiedad de que dos nodos que son vecinos forman un lado

de un triángulo en Cα(N).

Definición 3.5.9. Del mismo modo que en la forma estándar del método, las coor-

denadas de vecino natural de un punto respecto al nodo nI se definen como la

relación del área de la celda TI transferida a Tx respecto al área de Tx. Esta forma

de vecindad da lugar a lo que se denominó en la citada referencia (Cueto et al.

[2000]) método de los Elementos Naturales basado en formas α ó MEN -α.

Proposición 3.5.3. La definición anterior da lugar a un interpolante lineal en el

contorno.

Demostración. (Cueto et al. [2000]) Considérese un conjunto N de nodos dis-

tribuidos en una estructura regular tal y como se indica en la figura 3.11.
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Figura 3.11: Linealidad del interpolante en un contorno cóncavo.

Dado un contorno cóncavo Γu donde se han prescrito unas determinadas condi-

ciones de contorno esenciales u = g(x). Siendo la separación entre nodos h, el valor

del parámetro α apropiado seŕıa α =
√

2
2
h (distancia de la diagonal entre nodos).

Un valor mayor de α podŕıa dar lugar a una forma α en la que el nivel de detalle

deseado no fuese suficiente, redondeando el ángulo que se quiere reproducir en el

nodo B.

Sea x ∈ Γu un punto en el que se quiere determinar el valor del interpolante.

Para una imposición adecuada de las condiciones de contorno en este punto x debe

conseguirse que éste tenga una celda asociada no acotada. De esta forma, la influ-

encia de los puntos interiores sobre él se hace despreciable, como se ha comentado

anteriormente y se deduce de la relación (3.5.1.)

Para que esto ocurra, el nodo A, que en una triangulación de Delaunay seŕıa

vecino de x, y haŕıa que su celda asociada tuviese un área finita, no debe estar

asociado a x. La peor situación seŕıa que el punto x estuviese cerca de B. En el

ĺımite, la α-esfera (ćırculo, en este caso) b que haŕıa que A, B y x fuesen vecinos (es

decir, que pertenecieran a Cα(N
⋃

x) tendŕıa un radio α′ = h > α.

Para ver cómo modifica esta nueva definición el diagrama de Voronoi, con-

sidérese una situación similar a la dibujada en la figura 3.11. En la figura 3.12(a)

se muestra la celda de Voronoi del nodo 2. Supóngase que el triángulo 123 se ha
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eliminado de la triangulación de Delaunay para cumplir con el criterio α. Dado que

no se permite la vecindad de ningún punto a lo largo del segmento 1−2 con el nodo

3, la nueva celda de Voronoi asociada a cualquier punto ξ a lo largo de 1 − 2 se

vuelve no acotada. La continuidad de la función de forma resultante se aprecia en

la figura 3.13.

Esta solución es válida siempre que el ángulo formado por los segmentos AB

y BC sea mayor de 90o. En el caso de la simulación de grietas, por ejemplo, este

método debeŕıa ser sustituido por una triangulación conforme de Delaunay, pues

resulta imposible aportar información sobre el frente de una grieta (con un radio de

curvatura idealmente nulo) con nodos solamente, pues haŕıa falta que la separación

entre éstos fuese, en el ĺımite, cero. Esto seŕıa, de hecho, un segmento.

La función de forma resultante, asociada al nodo B puede verse en la figura

3.13, observándose la linealidad a lo largo de los segmentos de Γu, aśı como el valor

unidad en B.

Nota 3.5.2. En esta tesis, tal y como se ha comentado anteriormente, la función

de forma se calcula tanto con arreglo al algoritmo de Watson [1994] como al de

Lasserre [1983] en el caso de problemas en dos dimensiones. No representa, por

tanto, ninguna modificación a los algoritmos que se describieron en la sección 3.4.

Ambos exigen almacenar los triángulos de Delaunay, su circuncentro y circunra-

dio. Se construye una lista de los vecinos naturales para cada nodo, determinando

simplemente si se cumple la ecuación

‖v − x‖2 < R2 (3.5.7)

donde v representa al circuncentro del triángulo en consideración, x el punto donde

se desea conocer el valor de la función de forma y R el radio del circunćırculo. Si esta

relación se da, el punto x y los tres nodos que definen el triángulo cuyo circuncentro

es v seŕıan vecinos.

Desde los primeros trabajos en métodos sin malla, como Organ et al. [1996],

se puso de manifiesto que el cálculo de la distancia entre nodos (equivalente a la

noción de vecindad natural en el MEN) no debe realizarse a través de una porción

del espacio Rn que esté fuera del dominio del problema Ω. De esta forma, si el vector

que une dos nodos atraviesa el contorno del dominio, éste debe descomponerse en

dos o más tramos que caigan enteramente en el interior del dominio, dando lugar a

funciones de forma discontinuas.

Tampoco en el trabajo de Sukumar [1998], Sukumar et al. [1998] se ha
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(a) Celda de Voronoi estándar

(b) Celda de Voronoi modificada

Figura 3.12: Efecto de la nueva definición de vecindad en el cálculo de la celda de
Voronoi.
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Figura 3.13: Función de forma asociada a un nodo de un contorno cóncavo.

tenido en cuenta este problema, limitándose solo al análisis de la linealidad del inter-

polante en el contorno. Nuevamente, la definición del interpolante sobre una forma

α asegura el establecimiento de la vecindad de una manera apropiada, impidiendo

que los nodos estén relacionados a través de porciones del espacio no comprendidas

en el dominio.

3.5.2. El método de elementos naturales restringido C-NEM

El método C-NEM constituye una nueva modificación del MEN que permite

describir movimientos de interfases y discontinuidades en nubes de nodos fijas. A

continuación se describe el diagrama de Voronoi restringido, usado para el cálculo

de funciones de forma del C-NEM en cualquier dominio. La diferencia fundamental

entre el α-MEN y el C-NEM radica en que este último utiliza una colección de

segmentos que se consideran “opacos” para describir el contorno del dominio.

Diagrama de Voronoi Restringido

Ya ha sido comentada la pérdida de linealidad que presenta el MEN en la

interpolación a lo largo de contornos de dominios no convexos. Esta nueva versión

recupera todas las propiedades que presenta el MEN para cualquier tipo de geo-

metŕıa (incluyendo dominios no convexos conteniendo grietas o discontinuidades).

El cálculo de las funciones de forma está basado en el denominado Diagrama de
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Figura 3.14: (Yvonnet et al. [2003c]) Interpretación del diagrama de Voronoi
restringido. (a) Vista esquemática del DVR. (b) Intersección entre el DVR y la
clausura del dominio.

Voronoi Restringido (o extendido) (DVR), introducido por Seidel [1988].

Se introduce un criterio de visibilidad para restringir la vecindad natural de

nodos próximos al contorno o a una discontinuidad en el dominio, como puede

ser una grieta. Al igual que las triangulaciones de Delaunay, cada triangulación de

Delaunay restringida tiene su correspondiente diagrama de Voronoi, pero en una

superficie que es más complicado que en el espacio Eucĺıdeo.

Considérese R2 como una lámina de papel, Σ0, con los puntos de S y los

segmentos que definen el contorno en un conjunto L, dibujados en dicho papel. Para

cada li ∈ L, se corta Σ0 a lo largo de li y se le añade otra lámina Σi, la cual también

se corta a lo largo de li. La unión está bien definida, de tal forma que si se quiere

pasar de un lado a otro de li, se pasa de Σ0 a Σi y viceversa, tal y como se muestra

en la figura 3.5.2 (a).

Definición 3.5.10. Se denomina a Σ0 lámina primaria, mientras que con el término

lámina secundaria se denomina a cada una de las m = card(L) uniones Σi para

1 ≤ i ≤ m. Cada una de las láminas secundarias están adjuntas a Σ0, pero no están

conectadas con ninguna otra lámina secundaria. Para cada punto x ∈ R2, se tienen

m+ 1 copias xi ∈ Σi, una en cada lámina secundaria.
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Definición 3.5.11 (Criterio de Visibilidad). Para i �= 0, los puntos x0 ∈ Σ0 e

yi ∈ Σi son visibles si xy cruza li, y li es el primer segmento cruzado si se quiere

atravesar xy en la dirección de x a y.

La distancia entre los puntos x0 y yi se define como

d(x0,yi) =

{
‖x − y‖, si x0,yi son visibles

∞, en otro caso.
(3.5.8)

Esta nueva función distancia se usa para definir el diagrama de Voronoi Restringido.

En la figura (b) de 3.5.2, se representa la intersección entre el CVD y la clausura

del dominio. El resultado es un diagrama compuesto por celdas TC
I , una por cada

nodo nI , tal que cada punto x en el interior de TC
I está más cerca de nI que de

cualquier otro nodo nJ visible para x. Definimos aśı cada celda del diagrama de

Voronoi Restringido, formalmente

Definición 3.5.12. Se define la celda de Voronoi Restringida de un nodo nI a

TC
I = {x ∈ R

n / d(x,xI) < d(x,xJ), ∀J �= I, Sx→nI
∩ Γ = ∅, Sx→nJ

∩ Γ = ∅}
(3.5.9)

donde Γ es el contorno del dominio, compuesto por segmentos li ∈ L y Sa→b denota

el segmento situado entre los puntos a y b.

Aproximación mediante el método de elementos naturales restringido

Se considera la siguiente aproximación de una variable cualquiera T en un

punto x,

Th(x) =
V∑

i=1

φC
I (x)Ti (3.5.10)

donde V es el número de vecinos naturales visibles desde el punto x y φC
i es la función

de forma de vecinos naturales restringidos, relativa al nodo i-ésimo en el punto x.

El cálculo de estas funciones de forma es similar al descrito anteriormente para el

MEN, introduciendo previamente el diagrama de Voronoi restringido. En Yvonnet

et al. [2003b] y en Yvonnet et al. [2003a] se ha demostrado que el uso del

diagrama de Voronoi restringido no afecta a las propiedades de la interpolación del

MEN, permitiendo la extensión de la linealidad de las funciones de forma en el

contorno del dominio convexo, a cualquier geometŕıa, convexa o no. En cierto modo,
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los criterios de vecindad establecidos por el α-MEN y por el C-NEM pueden ser

vistos como duales ya que cada uno establece las limitaciones de vecindad en las

dos estructuras fundamentales, es decir, en la triangulación de Delaunay y en el

diagrama de Voronoi, respectivamente.

3.6 Problemática del MEN

Un aspecto de todos los métodos sin malla, y en particular del método de los

Elementos Naturales, es que utilizan una malla de fondo a la hora de integrar la

formulación débil sobre el dominio. La particularidad de las funciones de forma del

MEN, con un soporte formado por la unión de varias circunferencias, véase la figura

3.5, determinan un dominio de integración que no se puede reproducir fielmente con

una malla de triángulos (en el caso bidimensional). Para solucionar esta pérdida de

precisión se proponen en el caṕıtulo 4 dos estrategias a seguir, la primera basada en

la descomposición del dominio a integrar, en triángulos y segmentos circulares. La

segunda, sin embargo, sigue una técnica de integración nodal, propuesta inicialmente

por Chen et al. [2001a].

Además de los problemas de exactitud derivados de la integración numérica

(ya puestos de manifiesto por Sukumar et al. [1998]) quedan por solucionar

otros muchos aspectos del método antes de que pueda ser considerado una técnica

competitiva con el MEF en muchos ámbitos. Uno de ellos seŕıa, por ejemplo, el

de la obtención de una aproximación que no presente bloqueo para materiales in-

compresibles (o, equivalentemente, para problemas con una restricción adicional de

divergencia de la solución, nula en el dominio).

En el caṕıtulo 5 se presenta un estudio de la viabilidad de la aplicación del

método de los elementos naturales (MEN ) al problema del comportamiento en el

ĺımite de incompresibilidad. En él, se desarrolla un modelo de Elementos Naturales

mixtos (con formulación en desplazamientos y presiones), enriqueciendo los campos

de desplazamientos. Se demuestra que esta formulación cumple satisfactoriamente

la condición Ínfimo-Supremo (también conocida como ı́nf-sup o LBB), que garan-

tiza que dicho elemento no presenta bloqueo alguno ante situaciones cercanas a la

incompresibilidad.
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Caṕıtulo

4

Integración numérica en el

método de los Elementos

Naturales

En este caṕıtulo se tratan cuestiones relativas a la integración numérica del

sistema de ecuaciones discreto surgido del método de los Elementos Naturales, co-

mentado en el caṕıtulo anterior. Se han investigado los diversos motivos de error

que ofrece el uso de los propios triángulos de Delaunay como celdas de integración

mediante cuadraturas de Hammer. Dos son las soluciones posibles que se han es-

tudiado a lo largo de esta tesis: en primer lugar, una aproximación “local” en la

cual el soporte de las funciones de forma se descompone en triángulos y segmentos

circulares, que ha mostrado finalmente un nivel de precisión bajo. En segundo lugar,

se muestra un esquema nodal estabilizado que muestra una exactitud muy alta, muy

apropiado en los métodos Galerkin de aproximación por vecinos naturales. La razón

de la observada divergencia en el comportamiento de estas dos técnicas se estudia

también en este caṕıtulo.

Los errores en la evaluación numérica de la forma débil del problema se pro-

ducen en todos los métodos sin malla y son bien conocidos desde los primeros traba-

jos en este tema, como Dolbow y Belytschko [1999] ó De y Bathe [2001b].

A primera vista existen dos razones que podŕıan explicar este comportamiento. La

primera de ellas es el carácter no polinomial de las funciones de forma, que deriva

precisamente del uso de nuevas técnicas de interpolación en los métodos sin malla.

La segunda se identifica con el uso de celdas de integración que no reproducen fiel-

101
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mente el soporte de las funciones de forma, como se ha comentado. En este caṕıtulo

se analiza la importancia relativa de cada una de estas dos fuentes de error, para

el caso particular del método de los elementos naturales. El caṕıtulo concluye con

diversos ejemplos en los cuales se muestran las técnicas propuestas y sus resultados.

4.1 Integración numérica de métodos de Galerkin
de vecindad natural

La integración de la forma débil de un problema variacional debe ser hecha,

por razones obvias, de una forma numérica más que anaĺıtica. Es decir, las integrales

son calculadas en la forma: ∫
Ω

f(x)dΩ ≈
nq∑
i=1

f(ξi)wi (4.1.1)

donde nq es el número de puntos de cuadratura, ξi son las coordenadas de cuadratu-

ra, y wi son los coeficientes de peso correspondientes a los puntos ξi. Es bien conocido

por ejemplo que una regla de Gauss de orden nq integra exactamente polinomios de

orden 2nq − 1. El cálculo apropiado de esas integrales es una cuestión importante a

la hora de asegurar la convergencia de los métodos Galerkin.

La mayoŕıa de los métodos sin malla, y también los Elementos Finitos, usan

una malla de fondo con celdas de cuadratura para realizar la integración. En el

método de los Elementos Finitos esas celdas surgen de forma natural, se identifican

con los propios elementos. Por el contrario, en los métodos sin malla basados en el

método de Galerkin no está disponible una estructura “elemental” y tales celdas

deben ser construidas sobre la malla de fondo. En el método Element Free Galerkin

de Belytschko et al. [1994], visto en la sección 2.6, por ejemplo, esas celdas son

usualmente cuadrados, excepto en el contorno del dominio, donde deben ajustarse

a éste. En trabajos previos de métodos de Elementos Naturales como Sukumar

et al. [1998], Sukumar et al. [2001], Cueto et al. [2000], Cueto et al.

[2002], se usan los triángulos de Delaunay como malla de fondo.

4.1.1. Errores en la integración numérica

Existen dos fuentes de error en la integración numérica de la forma débil en el

método de Galerkin, puestas de manifiesto por Dolbow y Belytschko [1999],
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(1) Las funciones de forma de los métodos sin malla no son polinomiales. En

los métodos EFG, las funciones de forma son racionales y en los métodos de

elementos naturales, frecuentemente también.

(2) Las celdas de la malla de fondo mencionada anteriormente no se ajustan al

soporte de las funciones de forma. Este último aspecto se conoce como una im-

portante fuente de error desde Dolbow y Belytschko [1999]. Sin embargo,

el primer aspecto ha recibido menor atención.

En este último aspecto, se han llevado a cabo hasta el momento dos aproxima-

ciones principales. En Dolbow y Belytschko [1999] se ha diseñado un algoritmo

de construcción de celdas de fondo que reproducen exactamente el soporte de las

funciones de forma construidas sobre un producto tensorial de las funciones de peso

(con un soporte rectangular).

En esta tesis se han seguido aproximaciones similares a las realizadas por

Atluri et al. [1999], Atluri y Zhu [2000] y también por las realizadas por

De y Bathe [2001c], De y Bathe [2001b]. Atluri basa su método en una forma

débil local, es decir, para la ecuación de equilibrio del problema de la elastostática

lineal, comentada en (3.2.1), desarrolla una forma débil de la siguiente forma para

cada nodo: ∫
ΩI

(∇σ + b)δvdΩ − α

∫
ΓI

u

(u − u)δvdΓ = 0 (4.1.2)

donde ΩI representa la intersección del soporte del nodo con el dominio Ω y ΓI
u la

correspondiente intersección del soporte del nodo y la frontera esencial. δv representa

la función de ponderación y α un parámetro de penalización. Obsérvese cómo las

condiciones de contorno esenciales están impuestas mediante un método de penali-

zación. Después de la aplicación del teorema de la divergencia, se obtiene la llamada

“Forma débil simétrica local” (LSWF ) (véase Atluri et al. [1999]).

Nótese también como este tipo de forma débil local define un esquema de

integración numérica que se desarrolla de una forma nodal, y aśı el soporte de

sus funciones de forma surge naturalmente como la celda de integración. Este tipo

de integración necesita una formulación de cuadratura ad hoc para realizar una

integración apropiada sobre los ćırculos cortados por el contorno. Usualmente la

integración se realiza determinando la forma final del soporte de las funciones de

forma mediante ćırculos, semićırculos y triángulos.

De y Bathe [2001b] también desarrollan una formulación de cuadratura en

el método de las esferas finitas subdividiendo los soportes (es decir, las esferas) en

subdominios en los cuales la integración numérica es mucho más fácil. Esta aproxi-
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Nodo I

Figura 4.1: Soporte de la función de forma asociada con el nodo I.

mación ha sido también probada durante el desarrollo de este trabajo. En la siguiente

sección (4.2) se presenta y se analiza un algoritmo de integración numérica basado

en la descomposición del soporte de las funciones de forma para métodos Galerkin

de Vecindad Natural.

4.2 Una aproximación basada en la descomposi-
ción del soporte para métodos de Galerkin de vecin-
dad natural

Proposición 4.2.1. En el MEN, el soporte de las funciones de forma está usual-

mente formado por la unión de un número de ćırculos. Éstos son los circunćırculos

de aquellos triángulos de Delaunay a los que pertenece el nodo considerado.

Demostración. Farin [1990] Es sencillo comprobarlo de una manera gráfica tal

y como muestra la figura 4.1. Por definición, el soporte de la función de forma

estará compuesto por aquellos puntos vecinos naturales del nudo en cuestión. Éstos

son los puntos comprendidos en el circunćırculo de cada triángulo que contiene al

nudo considerado.

Como se puede ver, tanto el soporte del nodo como la intersección de dos

soportes pueden ser descompuestos en un conjunto de triángulos y segmentos cir-

culares. El establecimiento de un esquema de integración que se realice sobre los

soportes anteriores (o sobre subconjuntos de los mismos) exige el establecimiento

de cuadraturas sobre este tipo de geometŕıas. Como se desprende de la figura 4.1

los soportes de las funciones de forma se descomponen fácilmente en triángulos y
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Figura 4.2: Transformación propuesta para la integración sobre un sector circular.

segmentos circulares. La integración sobre triángulos es bien conocida. Por tanto,

solo resta el establecimiento de reglas de cuadratura para los segmentos circulares.

En los triángulos, se han probado tanto cuadraturas de Gauss como de Hammer,

mientras en los sectores circulares se ha usado una transformación punto a punto

entre los sectores circulares y un cuadrado unidad.

La integración numérica de la forma débil del problema (ecuación (3.2.5) an-

terior) se ha desarrollado sobre las intersecciones de los soportes de dos funciones

de forma, es decir,∑
I

∑
J

∫
ΩIJ

∇sδv : C : ∇sudΩ =
∑

I

∑
J

∫
ΩIJ

δv · bdΩ +

∫
Γt

δv · tdΓ, ∀δv ∈ V
(4.2.1)

donde ΩIJ es un subconjunto del dominio Ω, definido como

ΩIJ = sop(xI)
⋂

sop(xJ)
⋂

Ω.

Para la integración sobre los segmentos circulares, se ha propuesto la siguiente

transformación (véase la figura 4.2):

x =
1

2

[
1

2
(1−η)

(
x1(1−ξ)+x2(1+ξ)

)
+(1+η)

[
Cx+R cos

(
1

2
(1−ξ)β+(1+ξ)α

)]]
(4.2.2)
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Figura 4.3: Resultado de la transformación de una cuadratura de Gauss de 5 × 5
puntos sobre un cuadrado en un segmento circular.

y =
1

2

[
1

2
(1−η)

(
y1(1−ξ)+y2(1+ξ)

)
+(1+η)

[
Cy +R sin

(
1

2
(1−ξ)β+(1+ξ)α

)]]
(4.2.3)

En la figura 4.3 se muestra un ejemplo de la transformación entre una cuadratu-

ra de Gauss de 5 × 5 puntos sobre el cuadrado unidad y un segmento circular. Los

resultados para este tipo de integración numérica y para varios números de puntos

de cuadraturas se presentan a continuación en la aplicación al patch test (o criterio

de la parcela).

4.2.1. Patch tests 2D con el método de descomposición del

soporte

Definición 4.2.1 (Patch Test). El patch test o también conocido como Criterio de

la Parcela (Irons y Razzaque [1972]), fue diseñado para probar la convergencia

en las formulaciones de Elementos Finitos no conformes. En esencia, el test consiste

en la imposición de un campo de desplazamientos conocido —usualmente lineal—

sobre el contorno de una parcela de elementos. El test se considera correcto si el

campo prescrito es reproducido dentro de la parcela.

En varios trabajos previos tratando con la integración numérica en métodos

de Galerkin sin malla, como Sukumar et al. [1998] y Dolbow y Belytschko

[1999], se ha analizado la conveniencia de utilizar el patch test para asegurar la

precisión de la cuadratura. De hecho, en la inmensa mayoŕıa de esos métodos, de

consistencia lineal, el patch test deberia ser satisfecho exactamente. Aśı, si un método

con aproximación lineal no verifica el patch test se deduce que la causa debe ser la

integración numérica.
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En trabajos previos sobre el MEN, como Sukumar et al. [1998] ó Cueto

et al. [2002], se muestran aproximaciones en dos y tres dimensiones que no pasan

el test con precisión de máquina. En este apartado, tal y como indica su t́ıtulo, se

analizan los resultados obtenidos por el método con la descomposición del soporte

propuesto en (4.2), con algunos resultados numéricos.

Ejemplo 4.2.1. Se considera la nube de nueve nodos de la figura 4.4.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figura 4.4: Nube de nueve nodos para la aplicación del método de descomposición
del soporte para el patch test.

Se muestran los resultados obtenidos con esta nube (mediante el uso de la

norma L2 del error) en la tabla 4.1. El número de puntos empleados en la cuadratura

sobre cada triángulo y cada segmento circular se muestran en las dos primeras

columnas de la tabla.

N.P.C. en Triángulos N.P.C. en “Segmentos” ‖e‖L2

2 × 2 Gauss 2 × 2 Gauss 2, 1527 · 10−2

4 × 4 Gauss 4 × 4 Gauss 2, 2793 · 10−3

10 × 10 Gauss 10 × 10 Gauss 4, 1850 · 10−4

20 × 20 Gauss 20 × 20 Gauss 1, 3944 · 10−5

50 × 50 Gauss 50 × 50 Gauss 6, 1493 · 10−6

70 × 70 Gauss 70 × 70 Gauss 2, 2505 · 10−6

100 × 100 Gauss 100 × 100 Gauss 5, 6665 · 10−7

150 × 150 Gauss 150 × 150 Gauss 4, 2297 · 10−7

Tabla 4.1: Resultados para el patch test sobre nueve nodos distribuidos sobre el
cuadrado unidad. Método de descomposición del soporte. (N.P.C. son las siglas de
Número de Puntos de Cuadratura)
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Se puede observar que, aún con un alto número de puntos de cuadratura, los

resultados están lejos de la precisión de la máquina (10−16). Este comportamiento es

similar al observado en el método de las esferas finitas (De y Bathe [2001c]) o en

el método MLPG (Atluri et al. [1999]), donde es necesario un alto número de

puntos de cuadratura para lograr altos niveles de precisión. Aśı, se puede concluir

que el error debido al carácter no polinomial de la función de forma tiene una

importancia notable en el funcionamiento del esquema de cuadratura.

Esta es la razón que nos lleva a considerar el uso de un método de integración

nodal estabilizada conforme (Chen et al. [2001a]).

4.2.2. Conclusiones para la aproximación basada en la des-

composición del soporte

Esta clase de técnicas basadas en la descomposición del soporte usualmente

necesitan un gran número de puntos de cuadratura para obtener resultados ra-

zonables. Esto es debido al factor de haber ignorado el carácter racional de las

funciones de forma. De y Bathe [2001c] usaron originalmente hasta 144 puntos

de cuadratura por nodo, mientras en su versión mejorada del método (De y Bathe

[2001b]), usan 49 puntos. Valores similares, tanto en precisión como en puntos de

cuadratura, fueron obtenidos y usados por Atluri et al. [1999] y Atluri y Zhu

[2000].

4.3 Integración nodal estabilizada en métodos de
Galerkin de vecindad natural

Teniendo en cuenta el carácter racional de las funciones de forma del MEN, se

ha considerado el uso de otra clase de técnicas de integración numérica. Los métodos

de cuadratura nodales no usan una malla de fondo para integrar, definiendo una

aproximación de las integrales de la forma:∫
Ω

f(x)dΩ ≈
nn∑
i=1

f(xi)ωi (4.3.1)

donde xi representa las coordenadas nodales y ωi los pesos asociados a los nodos.

Finalmente, nn representa el número de nodos usados en la aproximación. Estas

técnicas han dado usualmente resultados pobres al aplicarlas a los métodos sin malla

basados en el método de Galerkin, en parte debido al factor que las derivadas de las
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funciones de forma son nulas en el nodo en muchos de los métodos sin malla o no

están definidas, como ocurre en el MEN.

Para resolver esto, se ha seguido una aproximación similar a la presentada en

Chen et al. [2001a].

4.3.1. Requerimientos a la integración

La convergencia del método de Galerkin para una ecuación en derivadas par-

ciales está determinada por la aproximación de las incógnitas y por la integración

numérica de la forma débil del problema. El empleo de funciones de forma con consis-

tencia lineal en la aproximación de Galerkin no garantiza una exactitud lineal en la

solución del método de Galerkin. Chen et al. [2001a] proponen un requerimiento

adicional asociado al dominio de integración para métodos sin malla de Galerkin.

Cosidérese el problema de la elasticidad lineal, (3.2.1), con las condiciones de

contorno (3.2.3) y en ausencia de fuerzas volumétricas. Y considérese la consecuente

forma débil del problema (3.2.5).

En equilibrio estático, si las condiciones de contorno esenciales están definidas

como una función lineal gi(x, y) = ai0 + ai1x + ai2y, y las condiciones de contorno

naturales están asignadas de la forma hi = σijnj con la tensión σij calculada a partir

de ui(x, y) = ai0 +ai1x+ai2y, entonces la solución del problema es la misma función

lineal: ui(x, y) = ai0 + ai1x+ ai2y.

Para lograr en una aproximación de Galerkin una exactitud lineal, la aproxima-

ción del campo de desplazamientos uh
i =

∑NP
l=i Ψldil en la ecuación variacional debe

generar una solución lineal discreta (con las condiciones de contorno mencionadas

anteriormente). Esto es equivalente a exigir que una solución lineal discreta uh
i =∑NP

l=i Ψldil cumpla exactamente la ecuación discreta asociada con la ecuación (3.2.5),

cuando están prescritas las condiciones de contorno esenciales y naturales basadas

en un campo de desplazamientos lineal, o lo que es lo mismo, exigir que las funciones

de forma tengan consistencia lineal en la ecuación

NP∑
l=1

ψl(x)xp
1lx

q
2l = xp

1x
q
2, para p+ q = 0, . . . , n.

Proposición 4.3.1. Dada una formulación variacional cualquiera, si cumple
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que

NIT∑
L=1

BI(xL)ωL = 0, para todos los nodos interiores {I : sop(ΨI) ∩ Γ = ∅}
(4.3.2)

donde NIT es el número de puntos de integración y BI representa la matriz

de gradientes estándar. Si se emplean métodos de integración nodal, xL es la

localización espacial de los nodos, y ωL son los pesos asociados a cada nodo

que vaŕıa con el tipo de métodos de integración empleados.

Que en aquellos nodos que cumplan que sus funciones de forma intersectan con

la frontera natural del dominio, para algún σC (vector de tensión constante),

se cumple que
NIT∑
L=1

BI(xL)ωL =

NITh∑
L=1

NI(xL)sL, (4.3.3)

para todos los nodos de la frontera

{I : sop(ΨI) ∩ Γh �= ∅},

donde sL son los pesos de la frontera de integración, NITh es el número de

puntos de integración sobre la frontera natural, y donde se tiene que

N I =

⎛⎝ΨIn1 0

0 ΨIn2

ΨIn2 ΨIn1

⎞⎠
entonces la integración del campo de desplazamientos lineal es exacta.

Demostración. Puede consultarse en Chen et al. [2001a]

Esta condición recibe el nombre de “Integration Constraint” (IC ).

4.3.2. Campo de deformaciones suavizado

Definición 4.3.1. Se define un nuevo campo de deformaciones en cada nodo, ε̃,

como

ε̃h
ij(xI) =

∫
Ω

εij(x)Φ(x; x − xI)dΩ (4.3.4)
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donde ε representa el tensor de deformaciones de Cauchy y Φ es una función de

distribución.

Se toma como función de distribución

Φ(x; x − xI) =
{ 1

AI
, si x ∈ ΩI

0, en otro caso.
(4.3.5)

siendo ΩI la celda de Voronoi asociada al nodo I, véase por ejemplo la figura 4.5

(otras aproximaciones en la definición el área asociada a cada nodo se analizan en

Chen et al. [2001b], pero esta es particularmente apropiada para el MEN ) y AI

la correspondiente área de la celda.

La nueva deformación suavizada quedaŕıa como

ε̃h
ij(xI) =

∫
Ω

1

2

(∂uh
i

∂xj
+
∂uh

j

∂xi

)
Φ(x; x − xI)dΩ (4.3.6)

Aplicando el teorema de la divergencia a dicha expresión, se obtiene inmedia-

tamente

ε̃h
ij =

1

2AI

∫
ΓI

(uh
i nj + uh

j ni)dΓ (4.3.7)

siendo ΓI el contorno de la celda de Voronoi asociada al nodo I.

Nota 4.3.1. La forma matricial de la expresión anterior se puede obtener introducien-

do las funciones de forma de elementos naturales en la ecuación (4.3.7), obteniéndose:

ε̃h(xI) =
∑

J∈NN(I)

B̃J(xI)uI (4.3.8)

donde NN(I) representa el conjunto de nodos vecinos del punto xI .

Ejemplo 4.3.1. En dos dimensiones,

ε̃hT

= [ε̃h
11, ε̃

h
22, 2ε̃

h
12] uT

I = [u1I , u2I ] (4.3.9)

B̃I(xL) =

⎛⎝b̃I1(xL) 0

0 b̃I2(xL)

b̃I2(xL) b̃I1(xL)

⎞⎠ (4.3.10)

b̃Ii(xL) =
1

AL

∫
ΓL

ΨI(x)ni(x)dΓ (4.3.11)
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Figura 4.5: Ejemplo del diagrama de Voronoi en dos dimensiones.

Para asegurar la precisión y la convergencia empleando esta deformación sua-

vizada como una estabilización dentro del método de Galerkin con integración nodal,

debe de satisfacerse la condición de restricción de integración comentada anterior-

mente (IC ). Para introducir la condición IC usando integración nodal estabilizada

con la matriz de gradientes suavizada B̃I , debe de cumplirse la siguiente ecuación

para todos los nodos de {I : sop(ΨI) ∩ Γ = ∅} :

∑
L

B̃I(xL)AL =

⎛⎝∑L b̃I1(xL)AL 0

0
∑

L b̃I2(xL)AL∑
L b̃I2(xL)AL

∑
L b̃I1(xL)AL

⎞⎠ = 0 (4.3.12)

y consecuentemente, cada componente de la matriz (4.3.12) debe anularse, es decir,∑
L

b̃Ii(xL)AL = 0 (4.3.13)

donde ∑
L

b̃Ii(xL)AL =
∑

L

∫
ΓL

ΨI(x)ni(x)dΓ (4.3.14)

Cada segmento de ΓL que se encuentre en el interior del soporte ΨI está di-

vidido en dos dominios nodales con superficies normales opuestas sobre cada lado

del dominio, como se muestra en la figura 4.6. La condición n+(x) = −n−(x) para

x ∈ ΓL, x ∈ sop(ΨL) hace que desaparezca el sumatorio
∑

L

∫
ΓL

ΨI(x)ni(x)dΓ en



Caṕıtulo 4. Integración numérica en el MEN 113

Figura 4.6: Relación geométrica entre el sop(ΨI) y el dominio nodal ΩL (Chen

et al. [2001a]).

la ecuación (4.3.14). Para ΓL completa o parcialmente fuera del soporte sop(ΨI),

ΨI(x) = 0 para x ∈ ΓL, x /∈ sop(ΨI), y entonces sobra la condición de∑
L

∫
ΓL

ΨI(x)ni(x)dΓ = 0.

Por lo tanto, para nodos interiores, la matriz B̃I satisface exactamente la condición

de restricción de integración (4.3.2), es decir,∑
L

B̃I(xL)AL = 0 (4.3.15)

En el caso en el cual el soporte sop(ΨI) intersecte con la frontera natural, la ecuación

(4.3.14) se reduce a∑
L

b̃Ii(xL)AL =
∑

L

∫
ΓL∩Γh

ΨI(x)ni(x)dΓ =

∫
Γh

ΨI(x)ni(x)dΓ (4.3.16)

En el resultado de la ecuación anterior (4.3.16), han sido utilizadas dos condiciones:

(1)
∑

L

∫
ΓL\Γh ΨI(x)ni(x)dΓ = 0
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(2) ΨI(x) = 0 para x ∈ Γh, x /∈ sop(ΨI).

De hecho, la ecuación (4.3.16) se aplica a todos los nodos que intersecten con el

contorno. La integración numérica sobre el contorno en la ecuación (4.3.16), debe

satisfacer la condición IC de la ecuación (4.3.3) anterior.

4.3.3. Aproximación y Discretización

La aproximación de la forma débil del problema (ecuación (3.2.5)) define

una matriz de rigidez y un vector de fuerzas volumétricas, en ausencia de fuerzas

volumétricas, (ecuación (3.2.8)) que puede expresarse como:

KIJ =
NP∑
m=1

B̃
T

I (xm)CB̃J(xm)V n
m (4.3.17)

f I =
Nnb∑
m=1

Ψ(xm)t(xm)V n−1
m (4.3.18)

siendo V n
m el volumen de dimensión n de la celda de Voronoi asociado al nodo m.

Este volumen se calcula a partir de la ecuación (3.4.12). Nnb representa el número

de nodos de la frontera natural.

Este esquema de cuadratura nodal ha dado excelentes resultados al aplicarlo

al EFGM (Chen et al. [2001a], Chen et al. [2001b]), y especialmente en su

aplicación al MEN, ya que muchas de las entidades geométricas que aparecen en el

cálculo (celdas de Voronoi, circuncentros, etc.) están de hecho previamente obtenidas

en el cálculo de las funciones de forma de elementos naturales y pueden ser fácilmente

almacenadas con un importante ahorro computacional. Esto permite también una

verdadera implementación nodal del método de los Elementos Naturales, lo cual

significa que las variables secundarias se pueden obtener sin necesidad de realizar

proyecciones, como en la versión tradicional del método de los Elementos Finitos o

en versiones previas no lineales del MEN, como por ejemplo Garcia-Aznar et al.

[2000].

En la siguiente sección 4.4 se muestran los resultados obtenidos mediante el

uso de la integración nodal estabilizada en su aplicación a varios problemas de la

Elastostática.
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Figura 4.7: Definición de la celda de Voronoi del nodo 1 a través del uso de circun-
centros de los triángulos que contienen al nodo.

4.3.4. Cuestiones algoŕıtmicas

Una de las principales ventajas del uso de un método de integración nodal es-

tabilizada, aparte de su precisión, es su fácil implementación favorecida por el hecho

de que muchos de los datos son previamente calculados a través del algoritmo de

Lasserre [1983] (véase sección 3.4). Nótese que el cálculo de los diferentes térmi-

nos implicados en las expresiones (4.3.17) y (4.3.18) se lleva a cabo en el contorno

de las celdas de Voronoi asociadas al nodo.

Nota 4.3.2. El contorno de una celda de Voronoi de dos dimensiones, (véase figura

4.5), está compuesto por una colección de segmentos que comienzan y acaban en

circuncentros consecutivos de los triángulos de los que el nodo considerado forma

parte. En la figura 4.7 se muestra el cálculo de las inecuaciones que definen la celda

de Voronoi asociada al nodo 1. Los nodos están representados en ćırculos llenos y

los circunćırculos en ćırculos blancos. Dos circuncentros consecutivos y el propio

nodo definen la inecuación que puede ser usada para calcular el área de la celda de

Voronoi a través del algoritmo de Lasserre.

En los ejemplos en dos dimensiones presentados en la sección 4.4, en la inte-

gración numérica a lo largo de los segmentos de la celda de Voronoi se ha usado un

solo punto por segmento interior y dos puntos de Gauss por segmento de contorno.
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�u

I

Figura 4.8: Integración numérica sobre la intersección de la celda de Voronoi del
nodo I y el contorno el dominio. La intersección se ha descompuesto en triángulos
y se ha empleado una cuadratura de tres puntos. De nuevo, los circuncentros se
representan con ćırculos en blanco. Todos los otros nodos salvo el nodo I se omiten
por claridad.

El uso de un solo punto por segmento interior es debido a la facilidad del cálculo del

peso, puesto que este peso (ecuación (4.3.1)) es la longitud del segmento de la celda

de contorno. Sin embargo, se ha observado que un punto no proporciona suficiente

precisión en los segmentos de contorno, probablemente porque en este caso el nodo

está situado en la frontera de la celda. El uso de dos puntos de Gauss por segmen-

to de contorno ha dado excelentes resultados, como se demuestra en el siguiente

apartado.

En los cálculos en tres dimensiones el algoritmo es esencialmente el mismo.

En este caso el contorno de las celdas de Voronoi está compuesto por un número

de poĺıgonos convexos cuyas áreas deben de calcularse. Esto es cierto salvo para las

celdas del contorno, que están cortadas por la frontera del dominio y pudieran ser

no convexas. Como en el caso de problemas en dos dimensiones, el área de dichas

celdas coincide con el peso de la cuadratura si usamos un sólo punto de Gauss por

contorno de la celda. En esos casos el contorno de las celdas de Voronoi —tanto

si intersectan con el dominio, como si son interiores— han sido descompuestas en

triángulos y se han usado cuadraturas de uno y tres puntos de Hammer (véase figura

4.8). La figura 4.9 muestra, como un ejemplo, la división del cilindro analizado en la

sección 4.4.4 en celdas de Voronoi. Nótese que esas celdas se cortan con el contorno

de regiones no convexas cortan a su propio contorno (figura 4.10). En estos casos la

faceta triangular del contorno se usa para cortar la celda.
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Figura 4.9: División de un cilindro hueco de la sección 4.4.4 en celdas de Voronoi.
Se muestran también las facetas triangulares que definen la región no convexa del
dominio.
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Figura 4.10: Ejemplo de una celda de Voronoi cortada por el contorno.
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4.4 Resultados numéricos

4.4.1. Patch tests 2D con integración nodal estabilizada

La técnica presentada en el apartado 4.3 ha sido aplicada a diferentes patch

tests sobre diversas nubes de puntos. Éstos se representan en la figura 4.11. Se

han considerado distribuciones de los nodos tanto regulares como distribuciones

irregulares.

Nota 4.4.1. Usualmente, se consideran dos clases de patch test, llamados patch test

de desplazamiento, ya definido en (4.2.1), y de equilibrio. En este último caso, se

impone un campo constante de tensiones de valor unidad, de forma que el campo

de desplazamientos teórico debe ser

u1 =
ν

E
(1 − x1) (4.4.1)

u2 =
x2

E
(4.4.2)

En todos los casos, se ha empleado un punto de cuadratura en la integración

a lo largo de cada segmento que define la celda de Voronoi de los nodos interiores.

Para los nodos del contorno del dominio o los nodos cuyas celdas cortan el contorno,

fue empleada una cuadratura de Gauss de dos puntos. Nótese que la derivada de la

función de forma de los vecinos naturales no está definida en los nodos, aśı que se ha

decidido evitar que los puntos de integración coincidan con los nodos. Los resultados

obtenidos (en norma del error L2, como consta en la ecuación 4.4.3) están recogidos

en la tabla 4.4.1.

‖u − uh‖L2(Ω) =
(∫

Ω

(u − uh) · (u − uh)dΩ
)1/2

(4.4.3)

Puede observarse cómo esos resultados mejoran los obtenidos por el método

de la descomposición del soporte. Están muy cercanos a la precisión de la máquina,

tanto en el patch test de desplazamientos como el de equilibrio. La integración sobre

los triángulos de Delaunay (véase Sukumar et al. [1998]) también ofrece peores

resultados, acotados por 10−5 para nubes similares a las consideradas en este trabajo.

Aśı queda claro que el uso de una cuadratura nodal estabilizada conforme parece

ser una opción atractiva para la integración numérica en los métodos de elementos

naturales.
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Figura 4.11: Nubes de puntos considerados en la aplicación del patch test con inte-
gración nodal estabilizada.
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Nube de puntos CAMPO IMPUESTO ‖e‖L2

(a) DESPL. BILINEAL 2, 7208 · 10−16

(a) DESPL. LINEAL 2,4343 · 10−16

(b) DESPL. BILINEAL 4,2407 · 10−16

(c) DESPL. BILINEAL 2,9842 · 10−16

(a) TENSIÓN CONSTANTE 7,8614 · 10−16

(d) TENSIÓN CONSTANTE 9,2009 · 10−16

Tabla 4.2: Resultados para el patch test sobre la nube de puntos descrita en la figura
4.11.

4.4.2. Problema de placa con agujero

En esta sección se considera la aplicación de cuadraturas nodales estabilizadas

al conocido problema de una placa infinita con agujero bajo una tensión uniaxial

constante aplicada en el infinito.

Considerado el problema de dicha placa, la solución teórica de este problema

es:

u1(r, θ) =
a

8µ

[r
a
(κ + 1) cos θ + 2

a

r
((1 + κ) cos θ + cos 3θ) − 2

a3

r3
cos 3θ

]
(4.4.4)

u2(r, θ) =
a

8µ

[r
a
(κ− 3) sin θ + 2

a

r
((1 − κ) sin θ + sin 3θ) − 2

a3

r3
sin 3θ

]
(4.4.5)

donde µ representa el módulo de cortante y κ la constante de Kolosov, definida como

κ = 3 − 4ν (4.4.6)

κ =
3 − ν

1 + ν
(4.4.7)

respectivamente, para los casos de deformación y tensión plana.

La solución teórica de este problema se encuentra en Timoshenko y Good-

ier [1972], entre otras referencias clásicas.

Aplicando condiciones de simetŕıa, se ha modelado solamente un cuarto de la

placa, y se han aplicado en el contorno del modelo las tensiones exactas que derivan

de (4.4.4) y de (4.4.5). La geometŕıa del modelo se muestra en la figura 4.12. En

este caso, se ha empleado un punto de cuadratura sobre cada segmento de las celdas

de Voronoi interiores. En los segmentos exteriores de las celdas de Voronoi se han

aplicado dos puntos de cuadratura de Gauss. Los parámetros del material son el
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L =5.01







R=1
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Figura 4.12: Geometŕıa del problema de una placa infinita con agujero sometida a
tracción.

módulo de Young E = 1,0 y el coeficiente de Poisson ν = 0,25.

No de nodos ||e||L2 Int. sobre triang. de Delaunay ||e||L2 Int. nodal
434 5,9402 · 10−3 5,9393 · 10−3

963 1,2318 · 10−3 1,5864 · 10−3

2862 4,5462 · 10−4 5,2154 · 10−4

Tabla 4.3: Resultados para el problema de placa con agujero.

Los errores de aproximación pueden ser más grandes que los errores de inte-

gración. Este comportamiento se puede observar para algunos ejemplos en el trabajo

de Chen et al. [2001a]. Por supuesto, este error se puede disminuir incrementan-

do el orden de cuadratura en cada poĺıgono de la celda de Voronoi y especialmente

incrementando el número de nodos, es decir, aumentando la precisión de la aproxi-

mación empleada, como se discute en 4.4.4.

En el apartado siguiente se proporciona una explicación para este compor-

tamiento, aparentemente incoherente con lo visto hasta ahora.

4.4.3. Patch test tridimensional

En esta sección se examinan los resultados referentes a la aplicación de la

integración nodal estabilizada conforme al patch test de tres dimensiones. En Cueto

et al. [2002] se ha demostrado que el comportamiento del MEN tridimensional

en lo relativo a la integración numérica sobre tetraedros es esencialmente el mismo



122 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

Figura 4.13: Norma del error L2 en el problema de placa con agujero.

que en dos dimensiones. Se observa cómo los patch tests no se verifican con precisión

de máquina, ni siquiera si los interpolantes de los vecinos naturales reproducen

exactamente el campo impuesto de desplazamientos o de tracciones.

Ejemplo 4.4.1. Para la aplicación de los ejemplos del patch test tridimensional se

han considerado diversas nubes de puntos, todas distribuidas sobre el cubo unidad.

Las distintas nubes empleadas se muestran de la figura 4.14 a la figura 4.16. En estos

ejemplos se ha impuesto un campo lineal de desplazamientos sobre el contorno.

La integración se ha llevado a cabo sobre caras de las celdas de Voronoi usando

en cada una de ellas un punto de cuadratura, o bien dividiendo las caras —siempre

un poliedro convexo, véase por ejemplo la figura 4.17, donde se representan las celdas

de Voronoi para una nube de nueve puntos— en triángulos y usando tres puntos de

Hammer para la integración de las mismas. En las celdas con intersección no vaćıa

con el contorno se ha empleado esta última aproximación, mientras que en las caras

interiores se ha observado que un sólo punto de cuadratura proporciona suficiente

precisión. Esto simplifica los cálculos notablemente. La necesidad de dividir las caras

del contorno se atribuye al factor de que las funciones de forma no son derivables

en los nodos, que en estos casos están en las propias caras del contorno.

Se han comparado los resultados calculados mediante esta técnica con los

obtenidos en el trabajo mencionado previamente de Cueto et al. [2002], donde

se empleaba integración sobre los tetraedros. Los resultados se muestran en la tabla

4.4. La nube de ocho nodos con cuatro puntos de cuadratura sobre el tetraedro es



Caṕıtulo 4. Integración numérica en el MEN 123
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Figura 4.14: Nube de 8 puntos usada en la aplicación del patch test.

NUBE No de ptos. Distribución Int. sobre tetraedros Cuadr. nodal estabil.

Fig. 4.14 8 Regular 1,7844E − 16 4,5678E − 16
Fig. 4.15 9 Irregular 1,0877E − 2 2,1298E − 16
Fig. 4.16 27 Regular 2,4660E − 3 1,5796E − 16

Tabla 4.4: Norma del error L2 en la aplicación del patch test tridimensional.

un caso especial de una tetraedrización simétrica en la cual los errores se compensan

(Sukumar et al. [1998], Cueto et al. [2002]). Esta situación desaparece al

considerar distribuciones de celdas de cuadratura no simétricas.

Nótese que el esquema de integración nodal estabilizada proporciona el nivel

de precisión deseado (es decir, precisión de máquina) cuando la solución anaĺıtica

del problema es reproducida exactamente por las funciones de base. Esto contrasta

con los resultados obtenidos con el método de la descomposición del soporte de las

secciones previas.

4.4.4. Cilindro hueco bajo presión

Para estudiar el comportamiento de la integración nodal estabilizada en pro-

blemas cuya solución no es reproducida por las funciones de base se ha usado el

problema de un cilindro con agujero sometido a presión interna. Las dimensiones y

la geometŕıa del problema se muestran en la figura 4.18.
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Figura 4.15: Nube de puntos usados en la aplicación del patch test. Distribución
irregular de la nube de 9 puntos.

Considerado el problema anterior del cilindro con agujero sometido a presión

interna cuya geometŕıa y dimensiones se muestran en la figura 4.18, la solución

anaĺıtica de este problema viene dada por:

σρ =
R2

i p

R2
e − R2

i

(
1 − R2

e

ρ2

)
σθ =

R2
i p

R2
e − R2

i

(
1 +

R2
e

ρ2

)
(4.4.8)

σz = ν(σρ + σθ)

ερ =
1

E
(σρ − νσθ − νσz)

εθ =
1

E
(σθ − νσρ − νσz) (4.4.9)

εz = 0
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Figura 4.16: Nube de 27 puntos usados en la aplicación del patch test.

uρ =
R2

i pρ

E(R2
e − R2

i )

[
1 − ν +

R2
e

ρ2
(1 + ν)

]
uθ = 0 (4.4.10)

uz = 0

donde Ri y Re representan, respectivamente, el radio interior y exterior del cilindro

y p la presión aplicada.

La solución anaĺıtica de este problema se puede encontrar en varios libros

clásicos de Elasticidad, tales como Timoshenko y Goodier [1972].

El problema es de hecho bidimensional, reproduciendo un estado de deforma-

ción plana. En nuestro caso, se han fijado ambos extremos en la dirección axial para

reproducir el estado de deformación plana. Debido a la simetŕıa, solo se ha modelado

un cuarto de cilindro, como se muestra en la figura 4.18.

Se han usado tres nubes de puntos que se muestran en la figura 4.19, con 166,

241 y 2076 nodos, respectivamente.

Las propiedades del material son E =1.0 y ν =0.25. Los errores con respecto

a la solución anaĺıtica se presentan en norma L2, como se ha definido en la ecuación

(4.4.3) y están incluidos en la tabla 4.4.4. En la figura 4.21 se muestra la convergencia

de los esquemas de integración aqúı discutidos.

Nótese que en estos resultados se ha incluido el error asociado con la evaluación

de la norma del error. De hecho, es dif́ıcil saber qué parte del error es debida a la
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Figura 4.17: Celdas de Voronoi para la nube de 9 puntos. Para mayor claridad, se
han omitido las caras de la celda pertenecientes al contorno.

R=3

R=1

p

Figura 4.18: Geometŕıa del problema de un cilindro hueco bajo presión.
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Figura 4.19: Nubes de puntos para el problema de un cilindro con agujero bajo
presión.
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Figura 4.20: Forma α (166 nodos) usada en la solución del cilindro con agujero bajo
presión.

No de Nodos Integr. Nodal ×1 Integr. Nodal ×3 MEF Int. sobre tetraedros

166 1.002E-02 8.240E-03 6.360E-03 4.740E-03
241 7.451E-03 6.080E-03 3.510E-03 2.880E-03
2076 3.501E-03 3.012E-03 9.568E-04 1.127E-03

Tabla 4.5: Norma del error L2 para el problema del cilindro con agujero.
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Figura 4.21: Convergencia del problema del cilindro con agujero.
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Figura 4.22: Convergencia del problema del cilindro con agujero en norma || · ||2.

No de Nodos Integr. sobre tetraedros MEF Integr. Nodal ×1 Integr. Nodal ×3

166 0.0067 0.0102 0.0064 0.0058
241 0.0037 0.0068 0.0035 0.0027
2076 0.000909 0.0011 0.000685 0.000603

Tabla 4.6: Norma del error || · ||L2 para el problema del cilindro con agujero.

aproximación y a la integración de la forma débil del problema y cuál es debida a la

evaluación de la norma del error de integración. Para clarificar este aspecto, se han

calculado normas discretas, por ejemplo la norma || · ||2, definida como:

||e||2 =
1

n

√√√√ n∑
I=1

e2I (4.4.11)

donde eI representa el error nodal y n el número de nodos del modelo. Los resultados

de esta norma se muestran en la figura 4.22 y la tabla 4.6.

En este caso es claro que, como se muestra, la integración nodal estabilizada

con tres puntos presenta mejores resultados. Por otro lado, las cuadraturas de cua-

tro puntos de Hammer sobre tetraedros muestran los peores resultados, en claro

contraste con los resultados de la norma L2. Como se ha mencionado previamente,



130 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

se demuestra que el error asociado con el propio cálculo de la norma del error que

veńıa siendo ignorado debe ser tenido en cuenta. Esto explica también los resultados

—a priori contradictorios— obtenidos en la sección 4.4.2, para el problema de la

placa con agujero.

4.5 Conclusiones acerca de la integración numéri-
ca del MEN

Los métodos Galerkin de vecindad natural han demostrado tener un gran po-

tencial tanto en mecánica de sólidos como de fluidos (véase, por ejemplo los resulta-

dos obtenidos por Sukumar et al. [1998], Cueto et al. [2000], Cueto et al.

[2002], Mart́ınez et al. [2003]). Sin embargo, uno de sus inconvenientes, com-

partido con muchos de los métodos sin malla, es el error encontrado en la aplicación

de cuadraturas numéricas. Esos errores son debidos a dos causas: el uso de las celdas

de cuadratura que no son conformes con los soportes de las funciones de forma y

a la integración de funciones no polinomiales con las tradicionales cuadraturas de

Gauss. Además, varios métodos sin malla tienen aproximaciones con alto orden de

derivabilidad, y sus variables secundarias se pueden obtener fácilmente derivando el

campo esencial en los nodos. Las funciones de forma del MEN no son derivables en

los nodos y se debe hacer una proyección de los puntos de cuadratura a los nodos

si se ha empleado una cuadratura no nodal (véase por ejemplo, Garcia-Aznar

et al. [2000]).

Es digno de mención que los resultados obtenidos con una aproximación basa-

da en las particiones de los soportes de las funciones de forma no han dado los

resultados deseados. Aún en el caso de que el campo de desplazamientos sea repro-

ducido exactamente por las funciones de base, los resultados obtenidos están lejos

de la precisión de máquina. Esto es indudable debido al carácter no polinomial de

esas funciones de forma.

Por otro lado, se ha analizado una cuadratura nodal estabilizada propuesta en

primer lugar por Chen et al. [2001a] para el EFGM y se ha extendido a casos

3D. Se ha mostrado cómo esta aproximación es apropiada especialmente para los

métodos Galerkin de vecindad natural, debido a las muchas entidades geométricas

necesarias para su cálculo que son también necesarias para el cálculo de las funciones

de forma. Esto proporciona un ahorro computacional notable.

Finalmente, se ha demostrado cómo el patch test, tanto en dos como en tres

dimensiones, se verifica con precisión de máquina y también ha sido probada la
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precisión del método sobre algunos problemas clásicos, mostrando excelentes resul-

tados y convirtiéndose aśı realmente en un método nodal en el cual las variables

secundarias se pueden obtener en los propios nodos sin derivar.
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Caṕıtulo

5

El MEN en la simulación de

medios incompresibles

En los últimos años se han realizado numerosos estudios sobre simulación

numérica de materiales que son casi-incompresibles o totalmente incompresibles.

En las simulaciones numéricas de estos materiales, es bien conocido que la condi-

ción de anular la divergencia del campo de desplazamientos (incompresibilidad del

medio) en la Mecánica de Sólidos (usualmente en Mecánica de Fluidos la incógnita

del problema es el campo de velocidades), conduce a un sistema de ecuaciones sobre-

restringido para ciertas aproximaciones (Bathe [1996]). Este fenómeno se conoce

como bloqueo volumétrico. Una técnica de uso generalizado para superar dichas di-

ficultades en este tipo de análisis se basa en el uso de aproximaciones mixtas de

los campos de desplazamientos y de presiones. En este caṕıtulo se presenta esta

técnica de aproximación mixta aplicada al método de los elementos naturales, con

los problemas y soluciones que aparecen al aplicar dicha técnica y algunos ejemplos

numéricos que prueban su comportamiento.

5.1 Formulaciones no estándar y mixtas

En este apartado se van a tratar, en un nivel introductorio, las ideas básicas

de los métodos de aproximaciones mixtas. En los años 60 fue introducido el término

de método mixto para describir métodos de Elementos Finitos en los cuales eran

133
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aproximados como variables primarias tanto los campos de desplazamientos como

los de presiones.

5.1.1. Problema modelo

En los caṕıtulos anteriores se ha desarrollado la formulación variacional del

problema de la elasticidad. Para la introducción de la teoŕıa necesaria en el desarrollo

de este caṕıtulo se empleará un problema modelo que se describe a continuación.

Se utilizará como problema de referencia el siguiente Problema de Valores en

el Contorno (P.V.C.)

(P ) =

{
−∆u = f, en Ω,

u|
Γ

= u0, en Γ = ∂Ω.
(5.1.1)

En este nuevo problema,

p = ∇u, es la nueva incógnita.

p = (p1, p2) ∈ L2(Ω).

∇ · p = ∂p1

∂x1
+ ∂p2

∂x2
= ∆u ∈ L2(Ω).

El espacio de búsqueda para este problema será H(div,Ω) = {p ∈ L2(Ω) / ∇ · p ∈
L2(Ω)}.

5.1.2. Formulación no estándar

Si se multiplica la ecuación

p = ∇u,
por q, tal que ∇ · q = 0 (se va a exigir que ∇ · p = −f) y se aplica la fórmula de

Green, se obtiene∫
Ω

p · q =

∫
Ω

∇u · q = −
∫

Ω

u(∇ · q) +

∫
Γ

u|
Γ
q · n =

∫
Γ

u0q · n.

Se llega a la siguiente formulación variacional

Definición 5.1.1. Se denomina formulación variacional no estándar a la definida
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por el siguiente problema{
p ∈ H(div,Ω), ∇ · p = −f,∫
Ω

p · q =
∫
Γ
u0q · n, ∀q ∈ {q ∈ H(div,Ω) / ∇ · q = 0}. (5.1.2)

Nota 5.1.1. Es interesante hacer una pequeña comparación entre esta nueva formu-

lación (5.1.2), y la formulación débil tradicional{
u ∈ H1(Ω), u|

Γ
= u0.,∫

Ω
∇u · ∇v =

∫
Ω
fv, ∀v ∈ {v ∈ H1(Ω) / v|

Γ
= 0}. (5.1.3)

Obviamente ahora se añade el inconveniente de encontrar subespacios de a-

proximación de

{q ∈ H(div,Ω) / ∇ · q = 0}.

A continuación se introduce el concepto de formulación mixta manteniendo

como variables del problema u y p = ∇u. Se define el siguiente problema⎧⎪⎨⎪⎩
∇u = p, en Ω.

∇ · p = −f, en Ω.

u|
Γ

= u0, en Γ = ∂Ω.

Multiplicando por q ∈ H(div,Ω) la primera ecuación de (5.1.2) y aplicando la

fórmula de Green,∫
Ω

p · q =

∫
Ω

∇u · q = −
∫

Ω

u(∇ · q) +

∫
Γ

u|
Γ
q · n =

∫
Γ

u0q · n,

luego ∫
Ω

p · q +

∫
Ω

u∇ · q =

∫
Γ

u0(q · n).

Para la segunda ecuación, se multiplica por v ∈ L2(Ω) y se obtiene∫
Ω

(∇ · p)v = −
∫

Ω

fv, ∀v ∈ L2(Ω).

Definición 5.1.2. Teniendo en cuenta todo lo anterior, se define la formulación
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mixta del problema (5.1.1) como,⎧⎨⎩
p ∈ H(div,Ω), u ∈ L2(Ω)∫
Ω

p · q +
∫
Ω
u∇ · q =

∫
Γ
u0q · n, ∀q ∈ H(div,Ω)∫

Ω
(∇ · p)v = − ∫

Ω
fv, ∀v ∈ L2(Ω).

Llevando esta teoŕıa a un contexto abstracto, se tendŕıa

Sean X,M, espacios de Hilbert.

a : X ×X −→ R, una forma bilineal continua.

b : X ×M −→ R una forma bilineal continua.

l : X −→ R, s : M −→ R, formas lineales y continuas.

Definición 5.1.3 (Problema mixto abstracto). Se define como problema mixto

abstracto, al problema ⎧⎨⎩
p ∈ X, u ∈M

a(p, q) + b(q,u) = l(q), ∀q ∈ X

b(p,v) = s(v), ∀v ∈M.

Nota 5.1.2. Sea

X0 = {p ∈ X / b(p,v) = 0, ∀v ∈M},
solución del problema homogéneo. Si se supone que existe ps tal que

b(ps,v) = s(v), ∀v ∈M.

Entonces ps + X0 también cumple lo anterior. Tomando q ∈ X0 en la primera

ecuación se llega a {
p ∈ ps +X0,

a(p, q) = l(q), ∀q ∈ X0.

que es el problema variacional clásico.

Es bien conocido (Bathe [1996]) que para poder obtener aproximaciones

convergentes y estables para el problema 5.1.3 éstas deben cumplir una determinada

condición. Esta condición se denomina condición Ínfimo-Supremo, también se conoce

como condición Inf-Sup, o condición LBB (debido a sus autores, Ladyzenskaya,

Babuška y Brezzi, véase Brezzi [1974], Babuška [1973]).
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5.1.3. Aproximación, estabilidad y convergencia.

Se ha ido viendo que todas las formulaciones variacionales estándar se pueden

escribir en la forma

Encontrar u ∈ V tal que a(u,v) = f(v), ∀v ∈ V.

con V el espacio de funciones, a : V × V −→ R forma bilineal, y f : V −→ R forma

lineal.1 Ya se ha comentado que para resolver este problema mediante un método

de Galerkin se elige un subespacio de dimensión finita Vh de V, y se determina

la solución aproximada uh mediante la misma formulación débil. Aśı, el problema

quedaŕıa:

Encontrar uh ∈ Vh tal que a(uh,v) = f(v), ∀v ∈ Vh.

Si la formulación débil proviene de un principio variacional, el problema débil

discreto es equivalente a resolver el principio variacional buscando un punto cŕıtico

en el subespacio Vh.

El objetivo deberá ser el conseguir que se cumplan 3 propiedades fundamen-

tales para tales discretizaciones (Arnold et al. [1984]),

Convergencia. Mide la diferencia entre la solución exacta del problema y la

aproximada u − uh. Una buena convergencia es el objetivo final de cualquier

método numérico.

Aproximación. Mide el error en la mejor de las aproximaciones de la solución del

problema obtenida mediante elementos de Vh, es decir, el menor error posible

entre la solución exacta y cualquier elemento del espacio discretizado Vh. Ob-

viamente, este error va a depender directamente del espacio elegido Vh, de la

distancia elegida y de la solución exacta. Una buena aproximación no garanti-

za una buena convergencia, pero una mala aproximación ofrece con seguridad

una mala convergencia.

Estabilidad. Está referida a la continuidad de la forma lineal l sobre la solución

discreta uh.

1Si el problema no es homogéneo, u no representaŕıa a la solución, pero ya se ha visto cómo
habŕıa que proceder, eligiendo un valor arbitrario pero fijo tal que la diferencia entre este valor y
la solución satisfaga las condiciones esenciales de contorno.



138 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

Para cuantificar estas nociones, es necesario, tal como se ha indicado, introducir

normas que proporcionen la distancia asociada en la que se miden la convergencia

y la aproximación.

Sea ‖v‖ una norma sobre funciones v ∈ V. Entonces,

‖v‖ > 0 si v �= 0 y ‖cv‖ = |c|‖v‖.

Si se supone que la forma bilineal es acotada

a(u,v) ≤ k‖u‖‖v‖, ∀u,v ∈ V.

Habiendo establecido una norma sobre V , queda claro que se puede medir la con-

vergencia y la aproximación mediante,

‖u − uh‖ e inf
v∈V

‖u − v‖ respectivamente.

Para cuantificar la noción de estabilidad, es necesaria una norma en el espacio

de funcionales sobre V.

Definición 5.1.4. Se define la norma dual, como

‖f‖∗ = sup
0 
=v∈V

‖fv‖
‖v‖ (5.1.4)

para f : V −→ R.

Proposición 5.1.1. Teniendo en cuenta la definición anterior, la constante de es-

tabilidad de un método de Galerkin (Arnold [1990]) viene dada por

Ch = sup
f :V →R

‖uh‖
‖f‖∗ (5.1.5)

El mayor de estos valores, para cualquier posible f , es la constante de estabilidad

(Arnold [1990]).

Si se piensa en el problema discreto como una ecuación matricial, la constante

de estabilidad es justamente la norma de la matriz inversa.

Proposición 5.1.2. (Arnold [1990]) Con la notación anterior, se tiene la si-
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guiente relación fundamental entre convergencia, aproximación y estabilidad:

‖u − uh‖ ≤ kCh inf
v∈Vh

‖u − v‖. (5.1.6)

Si se escoge una norma razonable tal que la constante k no sea muy grande, la

relación anterior establece que si la constante de estabilidad Ch no es grande, en-

tonces el error en la solución Galerkin no será mucho mayor que el error de la mejor

aproximación posible en V. Para una mayor claridad, considérese una sucesión de

subespacios Vh parametrizados por un número positivo h tendiendo a cero (represen-

tando por ejemplo, el tamaño de la malla, de la nube de puntos, etc). Si se supone

que los espacios tienen mayor precisión, es decir, son tales que

lim
h→0

inf
v∈V

‖u − v‖ = 0,

entonces, si la constante de estabilidad Ch permanece acotada cuando h → 0, se

tiene que uh converge a la solución exacta u, a la misma velocidad que la mejor

aproximación.

Definición 5.1.5. En el caso de que Ch esté acotada, el método se denomina estable.

Si el método es estable, la solución aproximada converge a la solución exacta

a la misma velocidad que el mejor error de aproximación.

5.1.4. Condición LBB. Estabilidad de los métodos mixtos.

La teoŕıa básica diseñada anteriormente se aplica igualmente a los métodos

mixtos. Por ejemplo, considérese de nuevo el problema de la elasticidad lineal, y por

simplicidad supóngase que las condiciones de contorno son Γu = ∂Ω, u0 = 0. Ya ha

sido desarrollada en esta tesis la formulación variacional del problema, que es

a(u,v) =

∫
Ω

Cε(u) : ε(v)dΩ para u,v ∈ H1
0 (Ω), (5.1.7)

mientras que para la formulación mixta podŕıa ser, por ejemplo,

a((σ,u), (σ∗,v)) =

∫
Ω

(
C−1σ : σ∗ + ∇ · σ∗ : u + ∇ · σ : v

)
dΩ,

para (σ,u), (σ∗,v) ∈ H(div,Ω) × L2(Ω), denotando por σ∗ al tensor de tensiones

del espacio de búsqueda.
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La mayor diferencia entre ambas formulaciones radica en encontrar espacios

de funciones que presenten aproximaciones estables. Para los métodos basados en

desplazamientos no existe esta dificultad.

Retomando aspectos comentados anteriormente en el apartado 2.1.2 del caṕıtu-

lo 2, se tienen los siguientes resultados.

Proposición 5.1.3. Cualquier elección que se haga de los subespacios Vh ⊂ H1
0 (Ω),

para métodos basados en desplazamientos únicamente, produce una aproximación

estable.

Demostración. (Arnold [1990]) Como la forma bilineal (5.1.7) es coercitiva, véase

(2.1.15), es decir, dado α > 0 se tiene que

a(v,v) ≥ α‖v‖2, ∀v ∈ V.

La solución discreta uh ∈ V está definida por las ecuaciones

a(uh,v) = f(v), para v ∈ Vh.

Tomando v = uh y teniendo en cuenta la coercitividad de la forma bilineal y la

definición de la norma dual ‖ · ‖∗ (5.1.4), se tiene que

α‖uh‖2 ≤ a(uh,uh) = f(uh) ≤ ‖f‖∗‖uh‖

por consiguiente

‖uh‖ ≤ α−1‖f‖∗.
Por lo tanto, la constante de estabilidad Ch (5.1.5) para esta discretización está aco-

tada por 1
α

sin depender de la elección del subespacio Vh. Por lo tanto el error es

del mismo orden que el error de la mejor aproximación. La elección del subespacio

depende simplemente de consideraciones de aproximación y eficiencia de la aproxi-

mación. Por lo tanto, los métodos de Galerkin basados en formulaciones coercitivas

son siempre estables2.

Nota 5.1.3. Para los métodos mixtos el espacio V se descompone como el producto

de dos espacios V = S ×W y la forma bilineal tiene una forma especial

a((s,u), (t,v)) = c(s, t) + b(t,u) + b(s,v)

2Suponiendo que los espacios de búsqueda y de funciones test son idénticos. Los métodos Petrov-
Galerkin basados en formulaciones coercitivas no son necesariamente estables.
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con c : S × S −→ R y b : S ×W −→ R formas bilineales.

Una consecuencia de esta descomposición es que en los métodos mixtos, la

forma bilineal a(·, ·) nunca es coercitiva, aśı que la estabilidad de la aproximación

no es automática. Aunque a(·, ·) no es coercitiva, c(·, ·) śı lo es.

Se puede demostrar (véase Arnold [1990]) que la constante de estabilidad de

una formulación mixta puede ser acotada en los mismos términos que la constante

de coercitividad α para la forma bilineal a(·, ·) mediante la cantidad

βh = inf
v∈Wh

sup
s∈Sh

b(s,v)

‖s‖‖v‖ . (5.1.8)

En particular, si se elige una sucesión de Sh y Wh para los cuales βh está acotada

distinta de cero, el método correspondiente es estable.

Definición 5.1.6. La condición que establece que βh está acotada y distinta de

cero, se conoce como la condición ı́nf-sup o LBB.

Nota 5.1.4. Nótese que si se incrementa el espacio Sh, para unWh fijado, la constante

βh crece. En otras palabras, para problemas con la forma bilineal c(·, ·) coercitiva,

el enriquecimiento del espacio Sh incrementa la estabilidad. Esta propiedad es la

base de la formulación mixta que se presentará más adelante para el método de los

elementos naturales.

5.2 Ecuaciones de gobierno

Aunque la teoŕıa anterior se ha desarrollado para una formulación mixta genéri-

ca, el objeto de este caṕıtulo es el desarrollo de una formulación estable para el

problema de la Mecánica de Medios Cont́ınuos Incompresibles. Las ecuaciones para

este problema vienen dadas por:

1. Ecuaciones de Equilibrio (en ausencia de fuerzas de inercia y de fuerzas exte-

riores):

∇ · σ = 0 en Ω. (5.2.1)

2. Medio incompresible:

∇ · u = 0 en Ω, (5.2.2)
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donde σ representa el tensor de tensiones de Cauchy y u el vector de desplazamientos

en Mecánica de Sólidos, y usualmente representa el vector velocidad en Mecánica

de Fluidos. Las condiciones de contorno son:

σ · n = t en Γt (5.2.3)

u = u en Γu. (5.2.4)

donde n es la normal exterior al contorno Γ = Γu ∪ Γt, con Γu ∩ Γt = ∅.
Si se suponen pequeños desplazamientos y pequeñas deformaciones para un

sólido elástico e isótropo, las ecuaciones de comportamiento pueden expresarse como:

σ = −pI + 2µ∇su (5.2.5)

0 = ∇ · u − p

λ
(5.2.6)

donde p representa la presión y ∇s la parte simétrica del operador gradiente, obte-

niéndose el tensor de pequeñas deformaciones de Cauchy en el caso de Mecánica de

Sólidos, o bien, el tensor de velocidad de deformación para el caso de Mecánica de

Fluidos.

Definición 5.2.1. En las ecuaciones (5.2.5) y (5.2.6) anteriores λ y µ representan

los parámetros de Lamé, que caracterizan el comportamiento del material, y están

expresados en términos del modulo de Young E y del coeficiente de Poisson ν como

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

2µν

1 − 2ν
(5.2.7)

Nota 5.2.1. Cuando ν se aproxima a 0.5, se observa claramente que λ tiende al

infinito, aśı que la ecuación (5.2.6) representa la restricción de incompresibilidad

∇ · u = 0.

La formulación débil o variacional para esta clase de problemas se establece

usualmente como: ∫
Ω(t)

σ : ε∗dΩ =

∫
Γt

t̄ · u∗dΓ ∀u∗ ∈ V (5.2.8)∫
Ω(t)

(
−∇u +

1

λ
p
)
p∗dΩ = 0 ∀p∗ ∈ L2(Ω(t)), (5.2.9)

donde U = {u / u ∈ H1(Ω), u|Γu = ū}, V = {u∗ / u∗ ∈ H1(Ω), u|Γu = 0},
y Γu y Γt son las porciones de contorno del dominio Ω donde están prescritos los
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desplazamientos (velocidades) y tensiones, respectivamente. t y u representan tales

tensiones y desplazamientos.

5.2.1. Aproximación de las variables del problema.

Si se aproximan los desplazamientos (velocidades) y presiones empleando un

conjunto de dimensión finita de funciones de base, se llega a una forma discreta de

las ecuaciones previas (5.2.1)-(5.2.6) (método de Bubnov-Galerkin).

uh(x) =

n∑
I=1

φI(x)uI (5.2.10)

ph(x) =

n∑
I=1

ψI(x)pI . (5.2.11)

donde n representa el número de nodos considerados en la aproximación. Las fun-

ciones ψI(x) y φI(x) representan algún tipo de interpolación por vecinos naturales,

desarrolladas ya en el caṕıtulo 3.

Se obtiene entonces el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas,(
K G

GT M

)(
u

p

)
=

(
f

0

)
(5.2.12)

donde,

KIJ =

∫
Ω

BT
I CBJdΩ (5.2.13)

GIJ = −
∫

Ω

B̃
T

I ψJdΩ (5.2.14)

M IJ = −1

λ

∫
Ω

ψIψJdΩ (5.2.15)

f I =

∫
Γt

φItdΓ (5.2.16)
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y

B̃I =
[
φI,1(x) φI,2(x)

]
(5.2.17)

BI =

⎛⎝φI,1(x) 0

0 φI,2(x)

φI,2(x) φI,1(x)

⎞⎠ (5.2.18)

CIJKL = µ(δIKδJL + δILδJK) (5.2.19)

Nótese que si se está considerando una situación de incompresibilidad total, M = 0.

Nota 5.2.2. No todas las posibles combinaciones para las aproximaciones despla-

zamientos-presiones construidas de esta forma presentan resultados convergentes

y estables (véase, por ejemplo, Bathe [1996]). Las condiciones a satisfacer por la

aproximación elegida ya han sido comentadas, tanto el cumplimiento de la condición

ı́nf-sup (Babuška [1973], Brezzi [1974]), como la condición de coercitividad de

la formulación resultante.

La condición ı́nf-sup puede escribirse en este caso como

inf
ph∈Ph

sup
uh∈Uh

∫
Ω
ph∇ · uhdΩ

‖ph‖
0
‖uh‖

1

= γh ≥ γ > 0 (5.2.20)

donde γ es una constante positiva independiente de la separación nodal, h. Uh y

Ph representan la aproximación del espacio de desplazamientos y del espacio de

presiones, respectivamente, cuyas normas están definidas por

‖ · ‖2
0 =

∫
Ω

(·)2dΩ (5.2.21)

‖ · ‖2
1 =

∫
Ω

2∑
i,j=1

(∂(·)i

∂xj

)2

dΩ (5.2.22)

Esta condición en raras ocasiones se demuestra anaĺıticamente. En su lugar, su

cumplimiento se prueba usualmente de forma numérica mediante un test propuesto

por Chapelle y Bathe [1993], que se comenta en la sección 5.3.1.
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5.3 Aproximaciones mixtas en métodos de Ga-
lerkin de vecindad natural

En esta sección se desarrolla una formulación mixta basada en el uso de la

interpolación por vecinos naturales en el marco del método de Galerkin. Como se

ha comentado anteriormente, la estrategia consiste en el enriquecimiento del espacio

de búsqueda de los desplazamientos (para el problema de la Elasticidad) o de las

velocidades (para el problema de Stokes).

En Sukumar [1998] y en Cueto et al. [2001], se han empleado aproxi-

maciones mixtas usando interpolación de Sibson para los desplazamientos e inter-

polación de Thiessen (constante en las celdas de voronoi) para las presiones.

Aunque la aproximación aśı desarrollada ha sido empleada con éxito en la

simulación de diversos problemas de Mecánica de Fluidos tanto newtonianos como

no-newtonianos, (véase por ejemplo Mart́ınez et al. [2003]), se deduce que ésta

es muy similar a la estructura de los Elementos Finitos triangulares con desplaza-

mientos lineales y presión constante, que no verifica la condición ı́nf-sup.

5.3.1. Test numérico para la condición ı́nf-sup

Ante la dificultad de probar anaĺıticamente la condición ı́nf-sup, Bathe [1996]

y Chapelle y Bathe [1993] proponen un test numérico basado en el uso de un

conjunto de mallas finito y pequeño.

Proposición 5.3.1. La condición ı́nf-sup (expresión (5.2.20)), se puede desarrollar

en la siguiente forma discreta

inf
wh∈Ph

sup
uh∈Uh

W T
h GhUh√

W T
h GhW h ·

√
UT

h ShUh

= γh ≥ γ > 0 (5.3.1)

donde W h y U h son vectores de los desplazamientos nodales correspondientes a wh

y uh. Gh y Sh son las matrices asociadas a las normas

‖ph‖2
0 = W T

h GhW h (5.3.2)

‖uh‖2
1 = UT

h ShUh (5.3.3)

Gh y Sh son matrices semidefinida positiva y definida positiva, respectivamente

(Chapelle y Bathe [1993]).
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Problema de valores propios equivalente

Como es imposible desarrollar un número infinito de mallas que verifiquen

la condición (5.2.20), la condición ı́nf-sup no puede verificarse tampoco numérica-

mente. Lo que śı se puede hacer es obtener un valor numérico de la expresión (5.3.1)

anterior, para un conjunto de mallas elegidas apropiadamente, e intentar describir

una predicción sobre la verificación de la condición ı́nf-sup.

La evaluación numérica es posible teniendo en cuenta los siguientes resultados

demostrados en Chapelle y Bathe [1993],

Proposición 5.3.2. Bathe [1996] Considérese el siguiente problema de valores

propios generalizado,

GhUh = λShUh, (5.3.4)

donde Gh y Uh son las matrices definidas en (5.3.1). Se denota por λk el primer

valor propio no nulo. Entonces, el valor de γh es simplemente
√
λk.

Demostración. Se puede probar dicho resultado con la ayuda de un ejemplo.

Considérese la función f(U ,V ) definida como

f(U ,V ) =
UT GV

(UT GU)1/2(V T SV )1/2
(5.3.5)

donde G es una matriz n×n simétrica semidefinida positiva, S es una matriz n×n

simétrica definida positiva, y U , V son vectores de orden n. Es necesario demostrar

que

inf
U

sup
V

f(U ,V ) =
√
λk (5.3.6)

donde λk es el menor valor propio no nulo del problema

Gφ = λSφ. (5.3.7)

Sean los valores propios del problema (5.3.7), ordenados en un orden creciente

λ1 = λ2 = · · · = λk−1 = 0 < λk ≤ λk+1 ≤ · · · ≤ λn

y sus correspondientes vectores propios φ1, φ2, . . . , φn.

Para evaluar f(U ,V ), se representan U y V como

U =
n∑

i=1

φiũi V =
n∑

i=1

φiṽi
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Por lo tanto, para cualquier U ,

sup
V

f(U ,V ) = sup
ṽi

∑n
i=1 λiũiṽi(∑n

i=1 λiũ
2
i

)1/2(∑n
i=1 ṽ

2
i

)1/2
=

=
1(∑n

i=1 λiũ
2
i

)1/2
sup

ṽi

∑n
i=1 λiũiṽi(∑n
i=1 ṽ

2
i

)1/2
(5.3.8)

Para evaluar el valor del supremo en la ecuación anterior (5.3.8), se define αi = λiũi,

obteniéndose entonces que

n∑
i=1

λiũiṽi =
n∑

i=1

αiṽi ≤
√√√√ n∑

i=1

α2
i

n∑
i=1

ṽ2
i (5.3.9)

(por la desigualdad de Schwarz), e igualmente se obtiene cuando ṽi = αi. Substi-

tuyendo lo obtenido en (5.3.9) en (5.3.8), y haciendo uso de λ1 = λ2 = · · · = λk−1 =

0, se obtiene que,

sup
V

f(U ,V ) =

√∑n
i=1 λ

2
i ũ

2
i∑n

i=1 λiũ2
i

=

√∑n
i=k λ

2
i ũ

2
i∑n

i=k λiũ2
i

Si se denota
√
λiũi por βi, la expresión anterior se puede escribir como,

inf
U

sup
V

f(U ,V ) = inf
(ũ)n

i=1

√∑n
i=1 λ

2
i ũ

2
i∑n

i=1 λiũ2
i

= inf
(βi)n

i=1

√∑n
i=k λ

2
iβ

2
i∑n

i=k λiβ2
i

(5.3.10)

Esta última expresión (5.3.10) tiene la forma de un cociente de Rayleigh3,

siendo el menor valor
√
λk, válido para βk �= 0 y βi = 0, para i �= k, el cual es el

resultado buscado.

Nota 5.3.1. La existencia de valores propios nulos significa que existen modos espu-

rios de presión (Bathe [1996]).

Si se tiene que la presión es continua, existe un segundo resultado interesante

para el cálculo que nos ocupa.

3Dado un problema de valores propios Av = λv, el cociente de Rayleigh ρ(v), viene definido
por ρ(v) = vT Av

vT v .
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Proposición 5.3.3. Considérese el segundo problema de valores propios,

G′
hQh = λ′M hQh, (5.3.11)

donde G′
h = BhS

−1
h Bt

h. Se denota ahora por λ′k al primer valor propio no nulo.

Entonces, λ′k es igual a λk del primer problema (5.3.4).

Demostración. Se remite al lector interesado a la obra de Bathe [1996].

Nota 5.3.2. En el caso continuo, G′
h no es más fácil que calcular que Gh, pero al

menos G′
h tiene la dimensión del espacio de presiones en lugar del de desplazamien-

tos, y el problema de valores propios se simplifica.

En la práctica, lo ideal seŕıa calcular el valor
√
λk, valor propio solución, de

forma rutinaria, de tal forma que pueda pasarse por alto todos los valores propios

nulos y calcular aśı λk.

Proposición 5.3.4. Si la aproximación construida para un problema dado, tiene

np grados de libertad en presiones y nu grados de libertad en desplazamientos, el

número de modos espurios de presión viene dado por

kpm = k − (nu − np − 1) (5.3.12)

Si kpm > 0, entonces la discretización contiene modos de presión constante o modos

espurios de presión.

Demostración. De nuevo, se remite al lector interesado a la obra de Bathe [1996].

Bathe [1996] ha propuesto el uso de una sucesión de tres o más mallas para

obtener una aproximación del valor numérico λk. Si el valor γh no tiene una tendencia

constante, alejada de 0, la condición ı́nf-sup no se satisface (5.3.1).

Este simple test puede ser de gran ayuda a la hora de determinar si una a-

proximación desarrollada verifica la condición ı́nf-sup. Para los resultados numéricos

presentados en la sección 5.5, se observa claramente cómo la aproximación Sibson-

Thiessen para desplazamientos y presiones (respectivamente) no verifica la condición

ı́nf-sup. Sin embargo, tal y como se ha comentado anteriormente, esta aproximación

ha sido usada satisfactoriamente (Sukumar [1998], Mart́ınez et al. [2003],

Cueto et al. [2003b], Cueto et al. [2001]) sin haber detectado bloqueo

alguno o modos espurios de presión. De tal forma que se puede asegurar que el
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comportamiento de la aproximación es similar al elemento finito cuadrilátero con

desplazamiento bilineal y presión constante.

Siguiendo estos resultados, es de esperar que un enriquecimiento del espacio

de desplazamientos interpolado mediante aproximaciones de vecinos naturales pueda

ofrecer formulaciones que cumplan la condición ı́nf-sup. Sin embargo, las aproxima-

ciones de vecinos naturales reproducen a lo sumo espacios de polinomios lineales

(Sukumar et al. [1998]). De hecho, existe un esquema de interpolación que

reproduce polinomios cuadráticos (véase Sukumar [1998] y las referencias en él

citadas), pero requiere la interpolación de las derivadas del campo esencial y esto

requiere un alto coste computacional. Aśı, una buena solución a este problema po-

dŕıa ser el enriquecimiento de los interpolantes haciendo uso del paradigma de la

Partición de la Unidad (Babuška y Melenk [1996]). Esta aproximación ha sido

empleada previamente en Wells et al. [2002] para enriquecer nodos sometidos

a deformaciones plásticas en una malla de Elementos Finitos triangulares. A conti-

nuación se van a analizar y desarrollar algunas aproximaciones enriquecidas para el

método de los elementos naturales.

5.4 Partición de la Unidad en métodos de Galer-
kin de Vecindad Natural

5.4.1. El método de partición de la unidad

En la sección 2.8 ya ha sido presentado el Método de Partición de la Unidad

(Babuška y Melenk [1996]). La idea principal de este método es la construcción

de aproximaciones enriquecidas añadiendo funciones al espacio de búsqueda que

aproximen la solución con mayor precisión. Recordando brevemente la filosof́ıa de

este método, sea {ΩI} un recubrimiento abierto del dominio Ω, (cada ΩI es un

abierto, y juntos forman un cubrimiento de Ω), y sea {φI} una partición de la

unidad construida sobre dicho cubrimiento. Sea también VI ⊂ H1(ΩI∩Ω). Siguiendo

a Babuška y Melenk [1996], el espacio PUM, V, se define como:

V :=
∑

I

φIVI =
{∑

I

φIvI / vI ∈ VI

}
⊂ H1(Ω) (5.4.1)

Los espacios VI se llaman espacios de aproximación local.

En trabajos anteriores, Oden et al. [1998] y Strouboulis et al. [2001],

dado que las funciones de forma del método de los Elementos Finitos forman una
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partición de la unidad, proponen un enriquecimiento de la aproximación por Ele-

mentos Finitos añadiendo nuevos términos polinomiales a las funciones de forma.

El propósito de este capitulo de la tesis es desarrollar un método de aproxi-

mación por vecinos naturales enriquecido. El objetivo es enriquecer la aproximación

usada en el campo de desplazamientos para que se reproduzcan polinomios de mayor

orden. Para ello se añadirán nuevas funciones a la aproximación construida mediante:

NIα := φILα (5.4.2)

donde Lα es un polinomio de grado p. Como las funciones de forma de vecinos

naturales forman una partición de la unidad, se tiene que∑
I

NIα =
∑

I

φILα = Lα

∑
I

φI = Lα (5.4.3)

Se puede ver entonces cómo los polinomios Lα se reproducen exactamente por la

aproximación construida.

Sin embargo, como las coordenadas Sibson o Laplace reproducen exactamente

polinomios lineales, existen constantes axI , ayI , I = 1, . . . , n tales que∑
I

axIφI = x (5.4.4)∑
I

ayIφI = y, (5.4.5)

Aśı, si se toman Lα = x o Lα = y se llega a una dependencia lineal de las

funciones de base. A la hora de resolver el sistema discreto de ecuaciones resultantes,

en Duarte et al. [2000] se propone una técnica particularmente útil si no se puede

evitar esta dependencia lineal.

Proposición 5.4.1. Strouboulis et al. [2001] Denotando el sistema de ecua-

ciones Galerkin resultante (ecuación (5.2.12)) en forma matricial, mediante Ãd̃ =

p̃, donde Ã es una matriz semidefinida positiva, se puede hacer uso de un algoritmo,

el cual, perturba la matriz de la siguiente forma

A = TÃT (5.4.6)

d = T−1d̃ (5.4.7)

p = T p̃ (5.4.8)
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con

TIJ =
δIJ√
ÃIJ

(5.4.9)

El sistema resultante Ad = p tiene una matriz de rigidez con elementos unitarios

en la diagonal. Esta matriz se perturba posteriormente

Aε = A + εI ε > 0 (5.4.10)

y la matriz resultante Aε es no singular. Para el cálculo de la solución del sistema

original, es necesario seguir el siguiente procedimiento iterativo:

d0 = A−1
ε p (5.4.11)

r0 = p − Ad0 (5.4.12)

Denotando e0 = d − d0. Entonces,

Aεe0 � Ae0 = Ad − Ad0 = r0 (5.4.13)

El algoritmo calcula

ri = r0 −
i−1∑
j=0

Aj (5.4.14)

ei = A−1
ε ri (5.4.15)

di = d0 +

i−1∑
j=0

ej (5.4.16)

hasta que converja dentro de un cierto nivel. La solución final viene dada por d̃ = T .

Nota 5.4.1. En la práctica, es suficiente una perturbación del orden de ε = 10−10 en

una sola iteración, trabajando con doble precisión.

5.4.2. Interpolantes por vecinos naturales enriquecidos

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este caṕıtulo es enrique-

cer aproximaciones basadas en vecinos naturales para que cumplan la condición

ı́nf-sup. En este apartado se van a considerar algunas de todas las posibles combi-

naciones para aproximar los espacios u − p.
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Recuérdese que cuando el problema se aproxima a una incompresibilidad total

(i.e., λ tiende a no estar acotada), el objetivo es mantener la distancia entre la

solución exacta y el espacio de aproximación acotado,

‖u − uh‖ ≤ c · d(u,Uh) (5.4.17)

con una constante c independiente del tamaño de la nube de puntos h, y λ. Cuando λ

crece, la cantidad ‖div uh‖ debe disminuir para verificar que la presión ph es un valor

finito en el ĺımite de la incompresibilidad total. Aśı, el espacio de desplazamientos

K(0) = {uh / uh ∈ Uh, divuh = 0} debe ser lo más rico posible. Para ello se han

probado algunos enriquecimientos del campo de desplazamientos, combinados con

interpolaciones tanto de tipo Thiessen como Sibson, para el campo de presiones.

A continuación se presentan estos enriquecimientos y más adelante los resultados

obtenidos por ellos.

Elemento Natural Sibson-Thiessen.

La primera y más obvia posibilidad es el empleo de una interpolación mixta

Sibson-Thiessen para los desplazamientos y las presiones, tal y como se describe en

el apartado 5.3. Los resultados para el test numérico de la condición ı́nf-sup sobre

un conjunto de mallas está descrito en la sección 5.5.1. Se puede observar que el

espacio de aproximación para los desplazamientos no es lo suficientemente rico para

satisfacer la condición ı́nf-sup.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, x2, y2}.
En primer lugar, se va a enriquecer la aproximación del campo de desplaza-

mientos añadiendo el conjunto de polinomios {1, x2, y2} a las funciones de base. La

aproximación resultante es

Φ = φI × {1, x2, y2}, I = 1, . . . , n (5.4.18)

donde n es el número de nodos de la malla.

Proposición 5.4.2. Teniendo en cuenta la aproximación enriquecida (5.4.18), se

tiene que

span{Φ} = span{1, x, y, x2, y2, x3, y3, x2y, xy2} (5.4.19)

Este enriquecimiento en particular determina un espacio de polinomios incom-

pleto de orden 3. Su elección ha sido consecuencia de evitar dependencias lineales
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en las bases del espacio de aproximación. Sin embargo, tal y como se demuestra en

el apartado de resultados numéricos 5.5.1, esta clase particular de enriquecimien-

to determina una aproximación con modos espurios de presión. Aśı, se deduce que

la aproximación resultante debe reproducir al menos el polinomio bilineal. Esta

parece ser la misma conclusión obtenida en Wells et al. [2002], donde los no-

dos pertenecientes a los triángulos de una aproximación mediante Elementos Finitos

lineales y sometidos a un flujo plástico están enriquecidos mediante el empleo del

conjunto de polinomios {1, x2, xy, y2}.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, x, y, xy}.
Como se ha mencionado anteriormente, parece ser que la aproximación debe

ser capaz de reproducir completamente al menos el polinomio bilineal. Por esta

razón en este apartado se analiza el comportamiento del elemento natural resultante

cuando el enriquecimiento está compuesto por los monomios {1, x, y, xy}. El espacio

de aproximación resultante estará compuesto por

Φ = φI × {1, x, y, xy}, I = 1, . . . , n. (5.4.20)

Se puede entonces concluir que

Proposición 5.4.3.

span{Φ} = span{1, x, y, xy, x2, y2, x2y, xy2}. (5.4.21)

Además, este conjunto resultante es linealmente dependiente, con una deficien-

cia de rango de orden 4.

Demostración. Como las funciones de forma de Sibson o de Laplace reproducen cam-

pos de polinomios lineales, como se ha visto en un caṕıtulo anterior (3.3), existirán

constantes ax
I , a

y
I , I = 1, . . . , n, tales que ∀x ∈ Ω,

n∑
I=1

φI(x) = 1 (5.4.22)

n∑
I=1

ax
IφI(x) = x (5.4.23)

n∑
I=1

ay
IφI(x) = y (5.4.24)
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Figura 5.1: Nube de 9 nodos sobre una malla regular.

donde n representa el número de vecinos naturales en un lugar determinado. Aśı,

{1, x, y} ⊂ span{Φ}. Usando la propiedad de partición de la unidad,

n∑
I=1

(φIx) = x
n∑

I=1

φI = x (5.4.25)

Junto con la ecuación (5.4.23), se tiene que

n∑
I=1

(φIx) −
n∑

I=1

ax
IφI = 0 (5.4.26)

existiendo aśı dependencia lineal.

Este mismo razonamiento puede ser aplicado al término y del enriquecimiento.

Nota 5.4.2. Nótese que

n∑
I=1

ax
I (φIy) = y

n∑
I=1

ax
IφI = xy (5.4.27)

y, en consecuencia,
n∑

I=1

ax
I (φIy) −

n∑
I=1

ay
I(φIx) = 0 (5.4.28)

Se puede concluir que el algoritmo descrito en el apartado 5.4.1 debe ser usado

para invertir la resultante matriz de rigidez.

Las funciones de forma resultantes y sus derivadas, mediante el uso de esta

aproximación enriquecida, para el nodo central de la figura 5.1, se muestran en las

figuras 5.2(a), (b) y (c).

En contraste con las formulaciones previas, este enriquecimiento determina un
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Figura 5.2: Representación de las funciones de forma φ · x (a), φ · y (b) y φ · xy (c)
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elemento que verifica el test numérico de la condición ı́nf-sup, como se demuestra en

la sección de resultados numéricos de este caṕıtulo 5.5.1.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, x, y, xy}
y campo de presiones continuo.

Esta formulación se obtiene por el uso de un enriquecimiento idéntico al del

apartado anterior, salvo que ahora se presenta una aproximación continua (Sibson)

en el campo de presiones. El análisis presentado anteriormente para el campo de

desplazamientos se mantiene igual en este caso. Esta formulación verifica el test

numérico de la condición ı́nf-sup y ofrece similitudes con el elemento anterior.

Enriquecimiento de los desplazamientos mediante los polinomios {1, xy}.
Finalmente, si se enriquece la aproximación del campo de desplazamientos con

el conjunto de polinomios (monomios) {1, xy} se obtiene una independencia lineal

del conjunto de las funciones de base.

Φ = φI × {1, xy}, I = 1, . . . , n (5.4.29)

Se puede concluir que

Proposición 5.4.4.

span{Φ} = span{1, x, y, xy, x2y, xy2}. (5.4.30)

Este enriquecimiento (5.4.29) verifica la condición ı́nf-sup —tanto con inter-

polaciones Sibson como Thiessen para las presiones— y proporciona una excelente

precisión, como se muestra en la sección 5.5.

Nota 5.4.3. Esta formulación tiene cierto parecido con el elemento finito MINI,

desarrollado por Arnold et al. [1984] (elemento finito triangular lineal con en-

riquecimiento burbuja y presiones discontinuas).

En medio del amplio rango de posibles campos de enriquecimiento, este últi-

mo parece ofrecer una formulación estable y no presenta dependencia lineal en el

conjunto de funciones de base. Aśı, no es necesario el empleo de una técnica de

perturbación para resolver el sistema de ecuaciones resultante. En este sentido, esta

formulación parece ser óptima, tanto desde un punto de vista de estabilidad como

por el bajo número de grados de libertad que emplea.



Caṕıtulo 5. El MEN en la simulación de medios incompresibles 157

Figura 5.3: Geometŕıa del problema usado para evaluar el test numérico de la condi-
ción ı́nf-sup.

5.5 Resultados Numéricos

5.5.1. Test numérico para la condición ı́nf-sup

Tal y como se ha explicado anteriormente, Bathe [1996] propone el uso de

una sucesión de tres o más mallas para evaluar el valor propio mı́nimo no nulo de

la ecuación (5.3.4). El test sólo es válido para la geometŕıa dada y el problema

considerado, pero la aproximación no verificará la condición ı́nf-sup si no pasa el

test numérico.

Para comprobar si las formulaciones propuestas cumplen con la condición ı́nf-

sup, se ha probado en una sucesión de tres mallas compuestas de 3×3, 4×4 y 5×5

nodos, distribuidos de forma regular e irregular sobre un cuadrado unitario, (véase

la figura 5.3). Los resultados para estas discretizaciones se muestran en la figura

5.4, incluyendo el test aplicado sobre un Elemento Finito triangular 3/1. Éstos han

sido obtenidos restringiendo los vecinos naturales de un punto dado a los tres nodos

que forman el triángulo de Delaunay (Sukumar et al. [1998]). La aproximación

de Sibson, enriquecida con {1, x, y, xy} para el campo de desplazamientos, ofrece

buenos resultados usando tanto interpolaciones Thiessen (C−1) como Sibson para la

presión. Sin embargo, el enriquecimiento con los monomios {1, x2, y2}, inicialmente

propuesto para evitar la deficiencia de rango de la matriz de rigidez resultante, da

lugar a modos espurios de presión. Éstos mismos modos espurios pueden obtenerse

para ciertas configuraciones en el elemento Sibson-Thiessen, como en el Elemento

Finito bilineal en desplazamientos y constante en presiones (Bathe [1996]).
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Figura 5.4: Test numérico para la condición ı́nf-sup aplicado a las aproximaciones
propuestas. Siendo N = (Número de nodos por lado) − 1.

Nota 5.5.1. Aunque los resultados para un único problema no pueden ser extrapola-

dos, la formulación propuesta para el enriquecimiento mediante {1, x, y, xy}, parece

estable y adecuada para una amplia variedad de problemas. Sin embargo, su uso

fuerza el empleo de algunas técnicas especiales (como pudiera ser la explicada en el

apartado 5.4.1) para resolver el sistema de ecuaciones resultante de la aproximación.

El enriquecimiento mediante el monomio {1, xy} evita este inconveniente, mientras

que a su vez, mantiene las propiedades de estabilidad de la formulación.

En los siguientes ejemplos se analiza el rendimiento de estas formulaciones.

5.5.2. Viga sometida a flexión.

En esta sección se considera una viga bidimensional sometida a una carga

distribuida parabólicamente en un extremo y fijada en el otro, tal y como muestra

la figura 5.5. Se considera una discretización compuesta por 85 nodos, mostrada en

la figura 5.6.

Las caracteŕısticas del material son: Módulo de Young 1.0 y el coeficiente de

Poisson variando desde 0.4 hasta 0.4999999. Para comprobar el resultado de las for-

mulaciones propuestas, se han comparado los desplazamientos obtenidos numérica-
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Figura 5.5: Geometŕıa de la viga fija sometida a flexión.
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Figura 5.6: Nube de puntos para la simulación de una viga sometida a flexión.
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mente mediante la expresión teórica de la flecha, que puede consultarse, por ejemplo,

en Timoshenko y Goodier [1972].

La solución anaĺıtica del problema de viga sometida a flexión, viene dada por

σx = −Py(L− x)

Iz
(5.5.1)

σy = 0 (5.5.2)

σxy =
P

2I

(D2

4
− y2

)
(5.5.3)

y los desplazamientos por,

ux(x, y) = − Py

6E ′Iz

[
(6L− 3x)x+ (2 + ν ′)

(
y2 − D2

4

)]
(5.5.4)

uy(x, y) =
P

6E ′Iz

[
3ν ′y2(L− x) + (4 + 5ν ′)

D2x

4
+ (3L− x)x2

]
(5.5.5)

donde Iz representa el momento de inercia de la viga, dado por Iz = D3/12. Para el

caso de deformación plana, los parámetros del material están definidos por

E ′ =
E

(1 − ν2)
(5.5.6)

ν ′ =
ν

(1 − ν)
(5.5.7)

La demostración puede consultarse en la mayoŕıa de los libros de elasticidad

lineal. Por ejemplo, Timoshenko y Goodier [1972].

En este ejemplo, se ha considerado L = 4,0 y D = 1,0. Nótese que estas

dimensiones no se corresponden con lo que habitualmente se denomina barra de

Euler-Bernoulli-Navier y que no seŕıa aplicable la teoŕıa de flexión de barras largas.

En la tabla 5.5.2 se presentan los desplazamientos normalizados del nodo del

extremo libre (uy(L, 0)). Estos resultados incluyen los del Método de Elementos Fini-

tos, obtenidos usando la misma triangulación de Delaunay que para la construcción

de la aproximación. Como era esperado, el método de Elementos Naturales basado

en desplazamientos muestra un bloqueo en los resultados a medida que el coeficiente

de Poisson tiende a 0.5. Sin embargo, todas las demás aproximaciones construidas

están en concordancia con los resultados anaĺıticos. En particular, hay que destacar

el buen comportamiento de la aproximación de Sibson-Thiessen, previamente uti-

lizada en simulaciones de Mecánica de Fluidos en Mart́ınez et al. [2003]. Aunque
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Coeficiente de Poisson 0.4 0.4999 0.4999999

MEF -Desplazamientos 93.74 18.73 17.75
MEF -3/3 96.38 94.45 94.45
MEF -3/1 100.61 101.52 101.52

MEN -Desplazamientos 94.36 19.09 19.58
MEN -Sibson-Sibson 96.78 94.93 94.94

MEN -Sibson-Thiessen 99.28 99.07 99.07
MEN Sibson × {1, x2, y2}-Thiessen 100.38 100.33 99.34
MEN Sibson × {1, x, y, xy}-Sibson 99.32 100.52 100.52

MEN Sibson × {1, x, y, xy}-Thiessen 99.4 100.7 100.7

Tabla 5.1: Resultados para la viga sometida a flexión, expresado como % del resul-
tado teórico en el extremo de la viga.

es posible imponer ciertas condiciones de contorno que dan lugar a modos espurios

de presión (de la misma forma que el Elemento Finito 4/1, véase Bathe [1996]),

no se han observado modos espurios de presión a lo largo de estos cálculos.

Los resultados se muestran más uniformes para la aproximación enriquecida

mediante interpolantes de Sibson. Ninguno de los enriquecimientos implementados

ha tenido modos espurios de presión para este problema y la precisión que mues-

tran es extraordinaria. Sin embargo, el uso de aproximaciones enriquecidas no es

intuitivo, debido a que los parámetros nodales del sistema discreto de ecuaciones no

representan los desplazamientos nodales.

5.5.3. Problema de placa con agujero

A continuación se presentan las formulaciones enriquecidas aplicadas al cono-

cido problema de una placa infinita con un agujero, sometida a tensión uniaxial

constante aplicada en el infinito.

La solución teórica de este problema de la placa con agujero es,

u1(r, θ) =
a

8µ

[r
a
(κ+ 1) cos θ + 2

a

r
((1 + κ) cos θ + cos 3θ) − 2

a3

r3
cos 3θ

]
(5.5.8)

u2(r, θ) =
a

8µ

[r
a
(κ− 3) sin θ + 2

a

r
((1 − κ) sin θ + sin 3θ) − 2

a3

r3
sin 3θ

]
(5.5.9)

La demostración puede encontrarse en Timoshenko y Goodier [1972],

además de otros textos clásicos.

Los parámetros del material son: Módulo de Young E = 1,0 y el coeficiente de
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L =5.01







R=1

�

Figura 5.7: Geometŕıa del problema de una placa infinita con agujero sometida a
tracción uniaxial.

Figura 5.8: Nubes de puntos empleadas en el problema de la placa con agujero.

Poisson ν vaŕıa desde 0,4 hasta 0,4999999. µ representa el módulo de cortante y κ

es la constante de Kolosov

κ = 3 − 4ν (5.5.10)

κ =
3 − ν

1 + ν
, (5.5.11)

para deformación y tensión plana, respectivamente.

Aplicando condiciones de simetŕıa, solo se modela un cuarto de la placa, y se

aplican las tensiones exactas en el contorno del modelo (teóricamente infinito). La

geometŕıa del modelo puede observarse en la figura 5.7.

El problema se ha discretizado empleando nubes de 84, 434 y 963 nodos (véase



Caṕıtulo 5. El MEN en la simulación de medios incompresibles 163

0.8 1 1.2 1.4 1.6
−1.4

−1.3

−1.2

−1.1

−1

−0.9

−0.8

−0.7

−0.6

−0.5

log(número de nodos)1/2

lo
g(

||e
|| L 2)

ν=0.3

Sibson + Thiessen
Sibson × {1,x2,y2 } +Thiessen
Sibson × { 1,xy} + Thiessen

0.8 1 1.2 1.4 1.6
−1.3

−1.2

−1.1

−1

−0.9

−0.8

−0.7

−0.6

−0.5

−0.4

log(número de nodos)1/2

lo
g(

||e
|| L 2)

ν=0.4999

Sibson + Thiessen                  
Sibson × {1,x2,y2 } + Thiessen
Sibson × {1,xy } + Thiessen 

Figura 5.9: Resultados de convergencia para el problema de la placa con agujero. A
la derecha, resultados con ν = 0,3. a la izquierda, ν = 0,4999.

la figura 5.8). En la figura 5.9 se muestra la convergencia de la norma L2 del error

con respecto a la solución teórica.

El problema se ha resuelto con una aproximación estándar de Sibson-Thiessen

(sin enriquecimiento), que muestra claramente un bloqueo cuando ν = 0,4999. Hay

que hacer mención del buen comportamiento que muestra el enriquecimiento me-

diante {1, xy}, que muestra una buena convergencia en el caso casi-incompresible.
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5.6 Conclusiones previas acerca del comporta-
miento del MEN en la simulación de medios in-
compresibles

En este caṕıtulo se ha analizado el comportamiento de los interpolantes por ve-

cinos naturales en su aplicación al desarrollo de aproximaciones mixtas para medios

cercanos a la incompresibilidad. La aproximación mixta (usando interpolación de

Sibson para los desplazamientos y Thiessen para las presiones), determina una for-

mulación que no verifica la condición ı́nf-sup bajo ciertas condiciones de contorno.

De hecho, la aproximación se comporta de forma similar al Elemento Finito 4/1,

descrito en otros estudios por Bathe [1996].

Para evitar este bloqueo se han considerado diversas aproximaciones enriqueci-

das en el campo de desplazamientos. El enriquecimiento se ha logrado haciendo uso

del paradigma de la partición de la unidad (Babuška y Melenk [1996]). Se de-

muestra que un enriquecimiento que asegure la reproducción completa del polinomio

bilineal en los desplazamientos parece verificar el test numérico de la condición ı́nf-

sup. Sin embargo, esta clase de enriquecimientos tiene deficiencias de rango en la

matriz de rigidez resultante, y debe ser tratada con técnicas especiales de cálculo.

En este caso, se ha usado una técnica de perturbación propuesta inicialmente por

Strouboulis et al. [2001].

Entre los diferentes enriquecimientos, el conjunto {1, xy} proporciona una for-

mulación estable y no presenta dependencias lineales en el sistema de ecuaciones

resultante. Esta formulación es parecida al elemento MINI propuesto por Arnold

et al. [1984] (Elemento Finito triangular lineal con enriquecimiento burbuja y

presiones discontinuas), muy utilizado en la literatura.

En el caṕıtulo siguiente se explora la posibilidad de aplicación del MEN a la

Dinámica de Fluidos.



Caṕıtulo

6

Una aproximación

Lagrangiana actualizada a

la Dinámica de Fluidos

En este último caṕıtulo de la tesis se estudia el método de los Elementos Natu-

rales en su aplicación al estudio de fluidos newtonianos incompresibles gobernados

por las ecuaciones de Navier-Stokes (o de Dinámica de Fluidos). En este estudio se

utiliza una aproximación Lagrangiana del movimiento del fluido, al contrario que

lo que generalmente se hace en la literatura donde se suele utilizar una filosof́ıa

Euleriana. A su vez, se hace uso del método de las caracteŕısticas, que tal y como

se comprueba más adelante, es una técnica muy apropiada para los métodos de

Galerkin aplicados a la Dinámica de Fluidos, porque elimina el término convectivo de

la ecuación de gobierno. Este tipo de aproximación es posible al utilizar una técnica

Lagrangiana, de forma que los nudos del modelo se mueven, precisamente, sobre la

trayectoria (o, lo que es lo mismo, sobre las ĺıneas caracteŕısticas del problema en

cuestión). En el final del caṕıtulo se presentan algunos ejemplos del comportamiento

de esta técnica y su precisión al comparar los resultados obtenidos con soluciones

anaĺıticas o experimentales existentes en la literatura.

6.1 Descripción de la cinemática de un fluido
Se introducen a continuación los conceptos necesarios para una descripción

matemática de los problemas de fluidos. Una consideración a tener en cuenta a la

hora de simular problemas de fluidos mediante un método numérico es la elección

165
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de una descripción cinemática apropiada del fluido. Los algoritmos de Mecánica

de Medios Continuos utilizan generalmente tres tipos distintos de descripción del

movimiento: la descripción Lagrangiana, Euleriana y la descripción ALE.

Definición 6.1.1 (Descripción Lagrangiana). Cada nodo de la nube de puntos

que forma el dominio sigue a la part́ıcula de material a la cual está asociado durante

el movimiento, es decir, la nube de nodos computacional se mueve con el fluido. Este

tipo de algoritmo es el que se ha utilizado en esta tesis para simular problemas de flui-

dos. Sin embargo, las aplicaciones clásicas de la descripción Lagrangiana suelen tener

tradicionalmente problemas en su aplicación a casos de grandes deformaciones como

la simulación de test de choques de veh́ıculos. A menudo las soluciones numéricas

están caracterizadas por poseer grandes desplazamientos y grandes deformaciones y

se emplean relaciones dependientes de la historia del material para describir compor-

tamientos de materiales elastoplásticos y viscoplásticos. La descripción Lagrangiana

permite realizar un seguimiento muy exacto de superficies libres e interfaces entre

distintos materiales.

Definición 6.1.2 (Descripción Euleriana). Es el más usado en la Mecánica de

Fluidos. El dominio computacional es fijo y el fluido se mueve con respecto a éste.

La formulación Euleriana tiene como un gran inconveniente la dificultad de seguir

superficies libres e interfases entre dos materiales distintos o diferentes medios (por

ejemplo, interfases fluido-fluido, o bien, fluido-sólido).

Definición 6.1.3 (Descripción Arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana).

Es particularmente útil en problemas de fluidos envueltos en grandes distorsiones

con la presencia de contornos móviles y deformables. Los t́ıpicos ejemplos donde se

utiliza esta técnica son los problemas que describen la interacción entre un fluido

y una estructura flexible y la simulación de procesos de conformado de metales.

La clave de la formulación ALE es la introducción de un dominio computacional

(malla o nube de puntos) el cual se mueve con una velocidad independiente de la

velocidad de las part́ıculas del material, combinando aśı, a priori, las ventajas que

proporcionan las dos técnicas anteriores.

Usualmente en Mecánica de Medios Continuos se utilizan dos dominios: El

dominio material RX ⊂ Rn, siendo n la dimensión espacial, compuesto por las

part́ıculas materiales X, y el dominio espacial Rx, compuesto por puntos espaciales

x.
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El punto de vista Lagrangiano consiste, tal y como se ha comentado anterior-

mente, en el seguimiento de las part́ıculas materiales del continuo en su movimiento

a lo largo del tiempo. Para lograr este fin, se introduce una malla computacional

(métodos con malla) o una nube de puntos (métodos sin malla) la cual sigue al con-

tinuo (el dominio) en su movimiento, estando los nodos permanentemente conectados

a las mismas part́ıculas materiales. Las coordenadas materiales X corresponden a

la configuración de referencia RX.

En una formulación Lagrangiana total, RX se considera fijo y usualmente se

corresponde con la configuración del continuo en el instante inicial. En una for-

mulación Lagrangiana actualizada, la configuración de referencia cambia durante

el cálculo y se corresponde generalmente con la configuración relativa al paso de

tiempo anterior.

Definición 6.1.4. El movimiento de los puntos materiales relaciona las coorde-

nadas materiales X con las coordenadas espaciales x. El movimiento está definido

mediante una aplicación ϕ tal que

ϕ : RX × [t0, tfinal) −→ Rx × [t0, tfinal)

(X, t) �→ ϕ(X, t) = (x, t),
(6.1.1)

el cual permite relacionar X y x en el tiempo, mediante la ley de movimiento,

x = x(X, t),

la cual, a su vez, determina expĺıcitamente la naturaleza de ϕ: en primer lugar, las

coordenadas espaciales x dependen tanto de las coordenadas materiales X como del

tiempo t, y en segundo lugar, el tiempo f́ısico se mide a partir de la misma variable t

en ambos dominios, tanto en el material como en el espacial. Para cualquier instante

fijado t, la aplicación ϕ define una configuración del dominio espacial.

Para representar el gradiente de ϕ es conveniente emplear una representación

matricial (Donea y Huerta [2003]),

∂ϕ

∂(X , t)
=

(
∂x
∂X

v

0T 1

)
,

donde 0T es un vector nulo y la velocidad material v viene dada por

v(X, t) =
∂x

∂t

∣∣∣
X
, (6.1.2)
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siendo el significado de
∣∣∣
X

el mantener fijado X.

Nota 6.1.1. Obviamente, la aplicación ϕ debe verificar que det( ∂x
∂X

) > 0 (distinto de

cero para imponer una correspondencia uno a uno y positivo para evitar cambios de

orientación en los ejes de referencia) en cada punto X en un instante t > t0. Esto

permite seguir la historia del movimiento, e identificar en cualquier instante, me-

diante la transformación inversa (X, t) = ϕ−1(x, t), la posición inicial de la part́ıcula

material que ocupa la posición x en el tiempo t.

Nota 6.1.2. Si los puntos materiales coinciden con los nodos computacionales du-

rante el movimiento, no existen efectos convectivos en los cálculos Lagrangianos: la

derivada material se reduce a una simple derivada en el tiempo.

6.1.1. Derivadas material y espacial en el tiempo

Para describir las derivadas en el tiempo en el dominio material y espacial,

determinemos dos cantidades escalares f(x, t) y f ∗∗(X, t) en los dominios espacial

y material, respectivamente. Los asteriscos se emplean para resaltar que ambas can-

tidades son, en general, distintas (Donea y Huerta [2003]). Para una part́ıcula

en movimiento, f(x, t) y f ∗∗(X, t) están relacionados mediante,

f ∗∗(X, t) = f(ϕ(X, t), t) o bien f ∗∗ = f ◦ ϕ.

El gradiente de esta expresión puede calcularse fácilmente como

∂f ∗∗

∂(X , t)
(X, t) =

∂f

∂(x, t)
(x, t)

∂ϕ

∂(X , t)
(X, t),

quedando en forma matricial,(
∂f ∗∗

∂X

∂f ∗∗

∂t

)
=

(
∂f

∂x

∂f

∂t

)(
∂x
∂X

v

0T 1

)
,

de donde se obtiene tras la multiplicación matricial de la expresión anterior,(
∂f ∗∗

∂X

)
=

(
∂f

∂x

)(
∂x

∂X

)
, (6.1.3)

∂f ∗∗

∂t
=
∂f

∂t
+
∂f

∂x
v. (6.1.4)

La ecuación (6.1.4) relaciona las derivadas temporales materiales y espaciales.
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Quitando los asteriscos para una notación más legible,

∂f

∂t

∣∣∣
X

=
∂f

∂t

∣∣∣
x

+ v · ∇f, o bien
∂f

∂t

∣∣∣
X

=
df

dt

∣∣∣
x

+ v · ∇f, (6.1.5)

la cual puede ser interpretada de la forma usual: la variación de una cantidad f́ısica

para una part́ıcula dada X es la variación local más un término convectivo, teniendo

en cuenta el movimiento relativo entre el sistema material y espacial.

Definición 6.1.5. Se denotará la derivada material temporal como

d·
dt

:=
∂·
∂t

∣∣∣
X
,

y la derivada espacial temporal como

∂·
∂t

:=
∂·
∂t

∣∣∣
x
.

6.2 Ecuaciones de gobierno de la Dinámica de
Fluidos

Esta sección se ocupa del comportamiento de los fluidos viscosos e incompre-

sibles gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones que rigen el

comportamiento de los fluidos compresibles e incompresibles son las ecuaciones de

conservación básicas, cuya forma diferencial se presentan brevemente en esta sec-

ción: ecuación de conservación de masa y la ecuación de conservación de la cantidad

de movimiento. A la hora de modelar el comportamiento de un fluido viscoso e in-

compresible existen dos fuentes de dificultad numérica en el uso de un método de

Galerkin estándar. La primera está relacionada con la incompresibilidad del fluido y

se manifiesta cuando se emplea una inadecuada combinación de funciones de inter-

polación para la velocidad y la presión. Como consecuencia de esto, pueden aparecer

inestabilidades en el campo de las presiones. La segunda fuente de dificultad numéri-

ca es debida a la presencia de términos convectivos no lineales en las ecuaciones de

Navier-Stokes. De la primera de estas dificultades se ocupó el capitulo precedente,

mientras que en este, mediante un tratamiento Lagrangiano de las ecuaciones, se

intentará evitar los términos convectivos correspondientes.
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6.2.1. Ecuaciones de conservación básicas

Ecuación de conservación de la masa.

La ley de conservación de la masa de un volumen material que vaŕıa Vt ocupado

por un fluido viene dado por

dM

dt
=

d

dt

∫
Vt

ρdV = 0, (6.2.1)

donde ρ representa la densidad del fluido.

Teorema 6.2.1 (Teorema de transporte de Reynolds). Para funciones f(x, t)

lo suficientemente suaves, se cumple que

d

dt

∫
Vt

f(x, t)dV =

∫
Vc≡Vt

∂f(x, t)

∂t
dV +

∫
Sc≡St

f(x, t)v · ndS, (6.2.2)

donde Vt es el volumen material acotado por una superficie cerrada St, Vc es el

volumen fijado en el espacio que coincide con el volumen de Vt en el instante con-

siderado t, análogamente ocurre lo mismo con la definición de la superficie Sc, a su

vez, v = v(x, t) es la velocidad material de x ∈ St.

Teniendo en cuenta el teorema anterior y la expresión (6.2.1), se obtiene que

0 =
dM

dt
=

∫
Vt

∂ρ

∂t
dV +

∫
St

ρv · ndS =

∫
Vt

(∂ρ
∂t

+ ∇ · (ρv)
)
dV. (6.2.3)

Esta relación es válida para cualquier elección que se tenga del volumen Vt, el inte-

grando debe ser idénticamente cero. Por lo tanto,

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0, (6.2.4)

en todos los puntos del fluido.

Definición 6.2.1. La ecuación (6.2.4) anterior, se denomina ecuación de continuidad.

Se puede obtener otra expresión de la misma, desarrollando el término de la

divergencia y notando que dos de los términos que quedan forman juntos la definición

de derivada material de la densidad, aśı

dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0. (6.2.5)
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Ecuación de conservación de la cantidad de movimiento.

Este principio relaciona la variación de la cantidad de movimiento de una

determinada porción del fluido con la suma de todas las fuerzas que actúan sobre

dicha porción. Para la porción de fluido de volumen Vt encerrada por la superficie

material St, la cantidad de movimiento es∫
Vt

ρvdV

y aplicando el Teorema de transporte de Reynolds anterior (6.2.2), se tiene que

d

dt

∫
Vt

ρvdV =

∫
Vt

∂ρv

∂t
dV +

∫
St

(ρv ⊗ v) · ndS =

=

∫
Vt

(∂ρv
∂t

+ ∇ · (ρv ⊗ v)
)
dV, (6.2.6)

donde la notación v ⊗ v denota el tensor [vivj ], con i, j = 1, . . . , n.

Haciendo uso de la ecuación (6.2.4) y la expresión (6.1.5) para la derivada

material en el tiempo, la ecuación (6.2.6) anterior, se puede transformar en

d

dt

∫
Vt

ρvdV =

∫
Vt

ρ
dv

dt
dV, (6.2.7)

la cual es simplemente la suma del producto de masa y aceleración para todos los

elementos dV del volumen material Vt.

En general, una porción de fluido está sometida a fuerzas de volumen y de

superficie.

Definición 6.2.2. Se denota por b a la fuerza volumétrica por unidad de masa del

fluido, aśı que la fuerza volumétrica total que actúa sobre una porción de fluido es∫
Vt

ρbdV.

Por otro lado, la i-ésima componente de la fuerza de superficie ejercida a lo largo de

la superficie del área de dS y de normal n viene dada por

σijnjdS,

aśı que la fuerza total ejercida sobre la porción de fluido considerada se puede ex-
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presar en términos del tensor de tensiones de Cauchy mediante∫
St

σijnjdS =

∫
Vt

∂σij

∂xj
dV, o bien

∫
St

σ · ndS =

∫
Vt

∇ · σdV. (6.2.8)

El equilibrio de fuerzas para el volumen material de un fluido, se expresa

entonces como ∫
Vt

ρ
dv

dt
dV =

∫
Vt

ρbdV +

∫
Vt

∇ · σdV. (6.2.9)

Dicha relación integral es válida para todas las elecciones de volumen material Vt.

Aśı

ρ
dv

dt
= ρb + ∇ · σ, (6.2.10)

para todos los puntos del fluido.

Haciendo uso de (6.1.5) se tiene también

ρ
dv

dt
+ ρ(v · ∇)v = ρb + ∇ · σ, o bien

dρv

dt
= ρb + ∇ · (σ − ρv ⊗ v). (6.2.11)

6.2.2. Tensor de tensiones en un fluido Newtoniano

Proposición 6.2.2. Dado un fluido general en reposo sólo están presentes las ten-

siones normales y el tensor de tensiones tiene la forma isótropa

σij = −pδij ,

donde p es la presión del fluido estático y δij la Delta de Kronecker.

Proposición 6.2.3. La situación de un fluido en movimiento es diferente. En ese

caso, generalmente, las tensiones tangenciales no son nulas, y la componente normal

de la tensión actuando a lo largo de la superficie depende de la dirección de la normal

de ésta.

La cantidad −1
3
σii (suma en i), la cual es invariante bajo rotaciones de los ejes

de referencia y reduce la presión estática del fluido cuando el fluido está en reposo,

se usa para definir la presión en un punto de un fluido en movimiento:

p = −1

3
σii.

Es conveniente entonces descomponer el tensor de tensiones de Cauchy σij en

suma de una parte isótropa −pδij y el resto en una parte no isótropa sij , el tensor
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de tensiones desviadoras se define como:

σij = −pδij + sij

Proposición 6.2.4. Para un fluido Newtoniano, se supone que el tensor de ten-

siones y el tensor de deformaciones están linealmente relacionados. Esta relación

tensión-deformación viene dada por

σij = −pδij + sij = −pδij + µ
( ∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
+ λ

∂vk

∂xk
δij , (6.2.12)

donde µ es la viscosidad dinámica del fluido y λ el denominado segundo coeficiente

de viscosidad. Para fluidos incompresibles se tiene que ∇·v = 0 y consecuentemente

la relación anterior (6.2.12), se reduce a la conocida como Ley de Stokes

σij = −pδij + µ
( ∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)
= −pδij + 2µv(i,j) (6.2.13)

y, escrita en una forma un poco más compacta,

σ = −pI + 2µ∇sv. (6.2.14)

6.2.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen un importante número de fenómenos

en la mecánica de fluidos. En un fluido Newtoniano existen efectos dinámicos de-

bidos a la presencia de fuerzas exteriores aplicadas y fuerzas internas del fluido. Las

fuerzas internas son debidas a la presión del fluido y la viscosidad de éste.

Proposición 6.2.5. Si se considera un fluido determinado por una región Ω ∈ Rn,

donde n = 2 ó 3. El dominio Ω ocupado por dicho fluido se supondrá acotado (de

tamaño finito). El contorno Γ = ∂Ω del fluido se supone Lipschitziano y continuo,

es decir, está cerrado y es una superficie lo suficientemente regular. Con ello, el flujo

dependiente del tiempo de un fluido incompresible y viscoso está gobernado por la

siguiente ecuación de la cantidad de movimiento y de la ecuación de conservación

de la masa, denominadas ecuaciones de Navier-Stokes:

ρ(v,t + (v · ∇)v) = ∇ · σ + ρb en Ω × (0, T ), (6.2.15)

∇ · v = 0 en Ω × (0, T ) (6.2.16)
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donde ρ es la densidad del fluido y b son las fuerzas volumétricas por unidad de

masa del fluido.

Teniendo en cuenta la Ley de Stokes anterior, (6.2.14), la ecuación del movimien-

to (6.2.15) se puede expresar como

v,t + (v · ∇)v − 2ν∇ · ∇sv + ∇p = b, (6.2.17)

donde ν = µ
ρ

es la viscosidad cinemática del fluido y p la presión cinemática, definida

como la presión dividida por la densidad del fluido. Usualmente la ecuación anterior

se suele reescribir como

v,t + (v · ∇)v − ν∇2v − ν∇(∇ · v) + ∇p = b. (6.2.18)

que es la divergencia de tensiones en velocidades y presiones.

La condición de incompresibilidad anterior (6.2.16), es una consecuencia di-

recta de que en un medio incompresible la variación de la densidad de la masa a lo

largo del movimiento es nula.

Proposición 6.2.6. Bajo esta condición de incompresibilidad (6.2.16), la variación

de cantidad de movimiento (6.2.15), o (6.2.18), puede transformarse en

v,t + (v · ∇)v − ν∇2v + ∇p = b, en Ω × (0, T ), (6.2.19)

El problema de Navier-Stokes se debe completar con unas condiciones de con-

torno e iniciales adecuadas para componer un problema de valor inicial en el con-

torno. Las condiciones de contorno t́ıpicas consisten en valores prescritos de la ve-

locidad vD sobre una porción del contorno ΓD (condiciones Dirichlet):

v(x, t) = vD(x, t), x ∈ ΓD, t ∈ (0, T ), (6.2.20)

y condiciones Neuman en otra parte del contorno ΓN :

n · σ(x, t) = t(x, t), x ∈ ΓN , t ∈ (0, T ). (6.2.21)

donde el vector n denota la normal exterior al contorno.
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6.3 Método de las caracteŕısticas

En esta sección se presentan las propiedades básicas de las ecuaciones de con-

vección con un énfasis especial en el papel que juegan las caracteŕısticas en su solu-

ción. La idea es utilizar el método de los elementos naturales para producir soluciones

de los problemas de dinámica de fluidos a través de un uso directo del método de

las caracteŕısticas. En toda la sección se sigue fielmente el desarrollo de Donea y

Huerta [2003].

6.3.1. El concepto de ĺınea caracteŕıstica

Para las ecuaciones de primer orden, tales como las ecuaciones de convección

anteriores, el prototipo de ecuación diferencial lineal (EDP) es de la forma

ut + aux = s, (6.3.1)

donde a y s pueden depender de x y de t. Se puede interpretar estos tipos de

ecuaciones como: para una solución dada u(x, t) y dado un punto en el espacio en

un tiempo determinado (x, t), la derivada total de u con respecto al tiempo en la

dirección definida por la pendiente

dx

dt
= a

es igual a s. De esta forma se ha introducido el concepto de propagación de la

información u, con una velocidad a, como una función del punto considerado (x, t).

Definición 6.3.1. Cuando las EDPs envuelven el concepto f́ısico de propagación

se denominan hiperbólicas y la dirección definida por dx
dt

= a se denomina dirección

caracteŕıstica. Se tiene como resultado inmediato que cualquier EDP de primer orden

es hiperbólica. Si la EDP es lineal, las curvas caracteŕısticas están fijadas en el plano

(x, t), independientemente de la solución u(x, t). Más aún, si la EDP lineal tiene

además coeficientes constantes, las caracteŕısticas son ĺıneas rectas.

Para ilustrar de una forma más fácil el concepto de transporte t́ıpico de una

EDP de primer orden, considérese una ecuación homogénea de la forma (6.3.1), con

a constante. Aplicando un cambio de variables,

ξ = x− at, y η = x+ at,
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se tiene la siguiente transformación(
ut

ux

)
=

( ∂ξ
∂t

∂η
∂t

∂ξ
∂x

∂η
∂x

)(
uξ

uη

)
=

(−a a

1 1

)(
uξ

uη

)
.

Aśı la EDP ut + aux = 0 queda

2auη = 0,

cuya solución general es

u = f(ξ) = f(x− at),

donde f es una función arbitraria.

Proposición 6.3.1. La solución u(x, t) en el punto x en el tiempo t es igual a la

solución en el tiempo t− ∆t en el punto x− a∆t :

u(x, t) = u(x− a∆t, t− ∆t). (6.3.2)

En otras palabras, la solución es un transporte en el tiempo del perfil espacial

de u. Por esta razón, la ecuación (6.3.1) se conoce con el nombre de ecuación de

transporte.

6.3.2. Propiedades de la ecuación de convección lineal

Para proporcionar una base para la discusión de los algoritmos basados en

el método de los elementos naturales aplicando el método de las caracteŕısticas, es

necesario tratar unas propiedades matemáticas básicas de la ecuación de convección

transitoria.

Considérese en primer lugar el caso de una cantidad escalar u transportada por

un campo de velocidades de convección dado a(x, t) con la presencia de un término

fuente conocido s(x, t). El problema de valores en el contorno para la cantidad u se

supone lineal y se define como

ut + (a · ∇)u = s, en Ω × (0, T ), (6.3.3)

con un campo de convección a(x, t) variable en el espacio y el tiempo.

Como se ha visto anteriormente, la solución anaĺıtica de este problema de

valor inicial en el contorno en un punto dado en el espacio y en el tiempo, se puede

determinar con la ayuda del concepto de ĺıneas caracteŕısticas asociadas con el campo
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de velocidades a(x, t). La idea es reemplazar el operador ∂
∂t

+a ·∇ en el miembro de

la izquierda de la ecuación (6.3.3) anterior, el cual representa la derivada material

en una descripción Euleriana, por una derivada en el tiempo usando el punto de

vista Lagrangiano.

De acuerdo con ello, para un punto dado en el espacio y en el tiempo (x, τ)

donde x ∈ Ω y τ ∈ (0, T ), se determina la ĺınea caracteŕıstica X = X(x, τ ; t)

pasando a través del punto considerado resolviendo la ecuación (vectorial) diferencial

dX

dt
(x, τ ; t) = a(X(x, τ ; t)), t ∈ (0, T ), (6.3.4)

sujeta a la condición

X(x, τ ; τ) = x. (6.3.5)

Desde un punto de vista Lagrangiano, X(x, τ ; t) se puede interpretar, teniendo

en cuenta la posición en el tiempo t de la part́ıcula de un fluido transportada por

el campo de velocidad de convección a, la cual ocupa la posición espacial x en el

tiempo τ. En otras palabras, (6.3.4) define la trayectoria de la part́ıcula.

Definición 6.3.2. A lo largo de esta trayectoria, la derivada material (o total) es

du

dt
=
∂u

∂t
+ a · ∇u,

la cual es el miembro izquierdo de la ecuación de convección (6.3.3), reducida a

una derivada en el tiempo. De hecho, por definición, la derivada material es la

variación en el tiempo detectada por un observador que se mueve con las part́ıculas

del material.

6.3.3. Métodos de Lagrange-Galerkin basados en las carac-

teŕısticas

En este apartado se presenta brevemente el método de los elementos naturales

aprovechando el método de las caracteŕısticas para resolver la ecuación de convec-

ción, (6.3.3). Los métodos de Lagrange-Galerkin aprovechan la propiedad de solución

constante a lo largo de la trayectoria de la part́ıcula de un fluido para aproximar

la derivada total del miembro izquierdo de la ecuación (6.3.3). La trayectoria de

la part́ıcula coincide con la curva caracteŕıstica asociada y está definida por las

ecuaciones (6.3.4) y (6.3.5). Los métodos Lagrange-Galerkin están espećıficamente
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adaptados al uso de una discretización del dominio basada sobre una proyección

Galerkin.

Formulación variacional caracteŕıstica

Debido a que la solución de los problemas de convección permanece constante

a lo largo de la ruta de la part́ıcula del fluido, se puede aprovechar en una formu-

lación variacional. Esta formulación débil se desarrolla en la siguiente sección que se

presenta a continuación.

6.4 Formulación débil. Uso de una técnica de Ele-
mentos Naturales y Caracteŕısticas.

Proposición 6.4.1. Considérese un fluido Newtoniano (por tanto, de viscosidad

constante), incompresible y sometido a efectos dinámicos. Las ecuaciones que rigen

el modelo de flujo resultan:

∇ · σ + ρb = ρ
dv

dt
= ρ(

∂v

∂t
+ v∇ · v), (6.4.1)

∇ · v = 0, (6.4.2)

σ = −pI + 2η∇sv = −pI + s. (6.4.3)

Si se introduce la expresión del tensor de tensiones (6.4.3) en la ecuación de

conservación de la cantidad de movimiento (6.4.1) se obtienen las ecuaciones de

Navier-Stokes, que se pueden expresar como

∇ · σ −∇p+ ρb = ρ
dv

dt
, (6.4.4)

la cual se debe resolver junto con la ecuación de conservación de la masa, la condición

de incompresibilidad (6.4.2).

Proposición 6.4.2. La formulación variacional asociada a las ecuaciones (6.4.4)

y (6.4.2) es la siguiente:∫
Ω

2ηD : D∗ dΩ −
∫

Ω

pI : D∗ dΩ = −
∫

Ω

ρbv∗ dΩ +

∫
Ω

ρ
dv

dt
v∗ dΩ, (6.4.5)

y ∫
Ω

∇ · vp∗ dΩ = 0. (6.4.6)
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donde se tiene que las variables v∗ y p∗ son las velocidades y presiones de pon-

deración, respectivamente. El tensor D = ∇sv representa el tensor velocidad de

deformación y b es el vector de fuerzas volumétricas.

El segundo término del miembro de la derecha de la ecuación anterior (6.4.5), es

el término que recoge los efectos dinámicos, es decir, la inercia. La discretización de

este término es una discretización de la derivada material a lo largo de las trayectorias

—método de las caracteŕısticas— suponiendo que lo que se busca es calcular la

solución en el instante tn = n∆t, supuesta conocida la cinemática en el instante

anterior tn−1 = (n− 1)∆t∫
Ω

ρ
dv

dt
v∗ dΩ =

∫
Ω

ρ
vn(x) − vn−1(X)

∆t
v∗ dΩ, (6.4.7)

donde X representa la posición que en el instante tn−1 ocupaba la part́ıcula que

actualmente ocupa la posición x, es decir:

x = X + vn−1(X)∆t. (6.4.8)

Se tiene de este modo que∫
Ω

2ηD : D∗ dΩ −
∫

Ω

pI : D∗ dΩ −
∫

Ω

vv∗

∆t
dΩ =

= −
∫

Ω

ρbv∗ dΩ −
∫

Ω

ρ
vn−1

0 v∗

∆t
dΩ, (6.4.9)

y ∫
Ω

∇ · vp∗ dΩ = 0. (6.4.10)

6.5 Aspectos algoŕıtmicos
El término de más dif́ıcil evaluación en la ecuación (6.4.9) es, sin duda, el

segundo del miembro derecho de la igualdad. Si se emplean cuadraturas basadas en

el uso de puntos de Gauss para la integración numérica, será necesario determinar

la posición en el instante tn−1 del punto que en el instante tn ocupa la posición del

punto de integración, es decir:∫
Ω

ρ
vn−1

0 v∗

∆t
dΩ =

∑
k

ρ
vn−1(Ξk)v

∗(ξk)

∆t
ωk, (6.5.1)
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donde ωk son los pesos asociados a los puntos de cuadratura ξk, y Ξk corresponde

a la posición que ocupaban en el tiempo tn−1 los puntos de cuadratura ξk.

Un aspecto fundamental en la implementación de este algoritmo consiste en

la evaluación del término vn−1(Ξk), es decir, el cálculo de la velocidad que en el

instante (n− 1)∆t hab́ıa en el punto que en el instante n∆t es un punto de Gauss.

Por el contrario, si se utiliza alguna técnica de integración nodal como la

explicada en el caṕıtulo 4, este término se corresponde con la velocidad nodal en el

instante n−1, que puede ser almacenada fácilmente de un instante de tiempo a otro

con mı́nimo coste computacional.

Pero si se utiliza un método de integración sobre los triángulos de Delaunay, la

posición que ocupaba en el instante n−1 el punto que en el instante n es un punto de

integración debe ser determinada iterativamente. Una posibilidad para la realización

de este cálculo es la siguiente: procediendo iterativamente hasta que X i
k ≈ X i−1

k ,

xk = X i
k + vn−1(X i−1

k )∆t, con xk = X0
k.

Este procedimiento ha proporcionado tasas de convergencia razonables, al-

canzándose el nivel de error deseado (usualmente O(10−8)) en 2 ó 3 iteraciones.

Otro problema relacionado con éste radica en el almacenamiento de la conec-

tividad nodal en el instante n−1. Como es claro, no resulta práctico —la mayoŕıa de

los códigos de Elementos Finitos no están preparados para ello— ni computacional-

mente rentable, almacenar la conectividad y la configuración nodales en el instante

de tiempo n− 1. Para evitar esto, se ha supuesto que

(i) La conectividad nodal no cambia entre instantes de tiempo sucesivos. Aunque,

como es bien sabido, esta suposición dista de ser cierta, los vecinos naturales

de un punto no variarán apreciablemente —aunque lo haga la triangulación

de Delaunay— si el ∆t es lo suficientemente pequeño.

(ii) Śı cambia la configuración nodal. Para obtener la configuracion nodal en el

instante n−1 basta con almacenar en cada nodo el valor de la velocidad vn−1.

La mayoŕıa de los códigos de Elementos Finitos comerciales (y, por descon-

tado, el código Mydas) permiten realizar este almacenamiento. El valor de la

configuración en el instante n− 1 se obtiene entonces como:

Xn−1 = Xn − vn−1(Xn−1)∆t

Este simple algoritmo ha mostrado excelentes resultados, a la vez que permite
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un importante ahorro computacional.

6.6 Resultados numéricos
Para poder validar la técnica presentada a lo largo de este caṕıtulo, se muestran

a continuación tres ejemplos de simulación. En el primero de ellos, el conocido como

“problema de la presa rota”, se comparan los resultados obtenidos numéricamente

con resultados experimentales recogidos por Martin y Moyce [1952]. El segundo

ejemplo, sobre la formación de una ola en un fluido, se analiza junto a la solución

anaĺıtica del problema. Por último, el tercer ejemplo recoge el análisis del avance

de una burbuja en el seno de un fluido para ilustrar la potencial aplicación de este

método a problemas con dos fases.

6.6.1. Problema de la presa rota

Este es un ejemplo clásico en la dinámica de fluidos tratada con métodos

sin malla (véase, por ejemplo, Bonet y Lok [1999], Ramaswamy y Kawahara

[1987], Lewis et al. [1997], Rabier y Medale [2003]). Se trata de una columna

rectangular de agua, en equilibrio hidroestático, confinada entre paredes verticales

y una puerta, tal y como se muestra en la figura 6.1.

La columna de agua tiene 0.05715 m. de altura y 0.05715 de anchura. En el

instante inicial t = 0, se hace desaparecer instantáneamente la puerta y se permite

que el agua fluya bajo los efectos de la aceleración de la gravedad. Se consideran

condiciones de deslizamiento libre en las paredes del contorno. Se considera una ace-

leración gravitacional de 9.81 m/s2 actuando verticalmente y en el sentido negativo

del eje. La densidad del agua considerada es de 103 kg/m3, y una viscosidad de 0.1

Kg ·m−1s−1 El modelo matemático está compuesto por 3364 nodos.

La figura 6.2 muestra una comparación de los resultados numéricos obtenidos

frente a los datos experimentales que ofrecen Martin y Moyce [1952]. Todas las

variables que se muestran en la figura 6.2 son adimensionales, teniendo en cuenta

la anchura de la columna en el instante inicial a, el eje de abcisas es un tiempo

adimensional que viene definido por la expresión t
√
g/a, donde g es la aceleración

de la gravedad, y el eje de ordenadas viene definido por la expresión z/a donde z es

la posición del frente del fluido. Los resultados experimentales presentados son una

media de varios experimentos del problema que realizan Martin y Moyce [1952].

En la figura 6.3 se muestra el comportamiento del fluido en uno de los experimentos
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Figura 6.1: Configuración experimental del ensayo de rotura de presa. (Elaboración
propia a partir de Martin y Moyce [1952])
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Figura 6.2: Resultados del problema de rotura de presa.
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Figura 6.3: Colapso bidimensional de una columna de agua (tomado de Martin y

Moyce [1952]).

realizados por Martin y Moyce [1952], mientras que en la figura 6.4 se presentan

la distribución de los nodos que se obtienen de la simulación por elementos naturales

comentada anteriormente.

En las gráficas 6.5 y 6.6 se puede observar el error de conservación del volumen

que se comete en la simulación. En la primera de ellas se muestra el error absoluto

que se comete frente al valor teórico, mientras que en la segunda se muestra el error

relativo. Se puede observar que es menor del 3 % en todo instante de tiempo.

En la figura 6.7 se muestra el campo de velocidades. Hay que tener en cuenta

que cada vector representa la velocidad y dirección que toma cada uno de los nodos

y que el módulo de dichos vectores es dependiente al valor de todos los demás vec-



184 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

Figura 6.4: Simulación del colapso bidimensional de una columna de agua.
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Figura 6.7: Campo de velocidades de la simulación del colapso bidimensional de una
columna de agua.

tores de los nodos.

Por último, en la figura 6.8 se muestra la triangulación de Delaunay que se

obtiene con una forma α =5.0. Obsérvese la dificultad que se tendŕıa al realizar esta

simulación mediante el método de los Elementos Finitos debido a la forma y tamaño

de algunos de los elementos que aparecen.

6.6.2. Análisis de la propagación de una onda solitaria

En el diseño de estructuras cercanas a la costa como pudieran ser rompeolas,

espigones, etc, tiene una gran importancia el análisis de la propagación de una onda

solitaria. Ya en 1834, John Scott Russell estudió el fenómeno de una onda solitaria

viajando en un canal rectangular son una profundidad uniforme, definiendo también

la onda solitaria como una elevación sobre un nivel de agua inferior y en un estado
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Figura 6.8: Formas α en la simulación del colapso bidimensional de una columna de
agua.

estable (es decir, no se encuentra seguida ni precedida por alguna otra elevación o

depresión de la superficie) produciendo un transporte dirigido en la dirección de la

propagación de la onda, donde solamente viaja la onda sin cambio alguno en la forma

y con una velocidad esencialmente constante durante todo el tiempo de observación

de dicho viaje.

Se han llevado a cabo diversos estudios anaĺıticos del comportamiento de este

problema. Cabe destacar como fruto de estas investigaciones las aproximaciones a

la solución del problema debidas a Laitone [1960], que son usadas frecuentemente

en estudios comparativos de este tipo.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento de la propagación de una onda

solitaria son las siguientes:

u1 =
√
gd
H

d
sech2

[√3

4

H

d3
(x− ct)

]
(6.6.1)

u2 =
√

3gd
(H
d

)3/2(y
d

)
sech2

[√3

4

H

d3
(x− ct)

]
tanh

[√3

4

H

d3
(x− ct)

]
(6.6.2)

η = d+H sech2
[√3

4

H

d3
(x− ct)

]
(6.6.3)

c =

√
gd
(
1 +

H

d

)
(6.6.4)
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en las cuales H y d son la altura inicial de la onda y la profundidad del agua con

velocidad esencialmente nula, respectivamente. u1 y u2 representan, respectivamente,

la velocidad horizontal y vertical y η representa la altura de la cresta en el instante

inicial para cada punto de la superficie.

En teoŕıa, las fórmulas de Laitone son válidas únicamente para un canal de

longitud infinita, pero debido a que los cálculos deben hacerse en un dominio finito

y el fluido situado a una distancia de la cresta de la onda está esencialmente quieto,

es conveniente definir un dominio finito y una longitud práctica para el estudio

de la onda solitaria. La principal consideración es que las dos paredes verticales

que constituyen el contorno del dominio en estudio deben estar lo suficientemente

lejos de la cresta inicial de la onda, aśı el movimiento de la onda solitaria en el

fluido con una velocidad esencialmente nula cercano a una pared vertical puede ser

claramente aproximado. Para dicho propósito, la longitud de la onda efectiva L se

obtiene tomando L/2 igual a la distancia de la cresta de la onda a la sección donde

η = 0.01 H, acorde a la fórmula de Laitone (Ramaswamy [1990]). Aśı

L

d
= 6,90

( d
H

)1/2

(6.6.5)

Tomando H/d =0.2, el valor de L/2 viene dado por 8d debido a la ecuación

(6.6.5). De tal modo que las paredes verticales del dominio están situadas a 16d de

la cresta inicial. El diagrama que refleja el problema de la onda solitaria se muestra

en la figura 6.9, y la condición inicial para este problema está reflejada en la figura

6.10. La profundidad del fluido con velocidad esencialmente nula es de 10 unidades,

la altura de la onda H es de 2.0 unidades, y la longitud horizontal del canal es de

16d =160.0 unidades. Para el cálculo, se supone que la densidad es constante y se

toma como aceleración de la gravedad g =9.81 unidades y un incremento de tiempo

de ∆t =0.01 unidades de tiempo. Comenzando a partir de la condición inicial, se

puede calcular el desarrollo de la onda solitaria.

La altura que la onda solitaria llega a alcanzar en la pared vertical R se puede

obtener a partir de una aproximación de Laitone (Ramaswamy [1990]):

R

d
= 2

(H
d

)
+

1

2

(H
d

)2

. (6.6.6)

Con H/d =0.2, R es 4.2 unidades en este cálculo de la aproximación teórica

que proponen las fórmulas de Laitone, mientras los resultados numéricos obtenidos

mediante el uso de la técnica de aproximación Lagrangiana actualizada mediante el

método de los Elementos Naturales es de R = 4.2025 unidades, véase la figura 6.12.
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Figura 6.9: Definición del problema para la propagación de una onda solitaria.

Los resultados previos existentes en la literatura (Ramaswamy [1990]) no muestran

sin embargo tanta precisión, quedando de manifiesto la capacidad de adaptación del

método de los Elementos Naturales a distintas disciplinas.

En las figuras 6.13 (a) a (c) se muestra el campo de velocidades para los

instantes de tiempo mencionados anteriormente.

6.6.3. Simulación del movimiento de una burbuja en el seno

de un fluido viscoso

En este ejemplo se analiza la simulación del movimiento de una burbuja in-

mersa en el seno de un fluido viscoso. Este problema posee solución anaĺıtica para

el caso de un fluido infinito y fue obtenida por primera vez por Hadamard [1911].

En este caso se utilizará para estudiar la validez del método aqúı propuesto para la

simulación de flujos bifásicos.

En el método de los elementos finitos la simulación de flujos bifásicos exige

un remallado continuo que permita seguir la evolución de la interfaz entre los dos

fluidos. En trabajos más recientes (como, por ejemplo, el de Chessa y Belytschko

[2003]) se ha analizado el uso del método de los elementos finitos extendidos para

la simulación de este tipo de flujos. En este caso se han utilizado técnicas de tipo

level set para el seguimiento de la interfaz, que evoluciona sobre una malla fija. El

uso de este tipo de técnicas conlleva otra serie de dificultades, como pueden ser la

necesidad de la re-inicialización de la función level set a lo largo de la simulación



190 Aproximaciones Mixtas en Métodos Lagrange-Galerkin de Vecindad Natural

X

Y

0 50 100 150
0

5

10

(a)

X

Y

0 50 100 150
0

5

10

(b)

X

Y

0 50 100 150
0

5

10

(c)

Figura 6.10: Configuración inicial del problema de propagación de una onda solitaria.
Se muestra la Forma α (a), la distribución de los nodos (b) y el campo de velocidades
(c).
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Figura 6.11: Resultados calculados en el paso de tiempo número 15. Se muestra la
Forma α (a), la distribución de los nodos (b) y el campo de velocidades (c).
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Figura 6.12: Forma α (a), distribución de los nodos (b) y campo de velocidades (c)
para el paso de tiempo número 31, donde se alcanza la altura máxima R = 4,2025.
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Figura 6.13: Campo de velocidades en los pasos 1, 15 y 31 de la simulación.
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Figura 6.14: Geometŕıa y nube de nodos para el problema de la burbuja inmersa en
un fluido viscoso.

(como se describe en Paredes [2003]).

El uso de formas α en dominios con dos materiales se describe en detalle en

Cueto et al. [2002] y, por tanto, se remite al lector interesado a dicha referen-

cia. A grandes rasgos, podŕıa decirse que el uso de esta técnica en flujos bifásicos

exige realizar dos formas α, con α no necesariamente igual para ambas regiones, y

determinar los posibles solapes entre las regiones en las zonas próximas a la interfaz.

Esto último podŕıa realizarse, por ejemplo, mediante técnicas de visibilidad como

las propuestas por Yvonnet et al. [2003a].

En este caso se ha considerado un dominio de dimensiones 1× 1, en cuyo seno

se incluye una burbuja circular de radio 0,15. La geometŕıa del dominio, junto con

la discretización efectuada, formada por 1838 nodos, se muestra en la figura 6.14.

Las caracteŕısticas de ambos fluidos son: para el fluido de la burbuja se tomó una

viscosidad µ1 = 2,0e − 6 y un peso espećıfico ρ1 = 1,2e − 4. Para el fluido circun-

dante la viscosidad tomada fue µ2 = 2,0e− 3 y ρ2 = 1,0e− 3. Ambos fluidos parten

inicialmente del reposo y se dejan evolucionar durante 220 pasos de 0,0001 segundos.

La evolución de ambas fases se muestra en la figura 6.15(a) a (d).

La forma descrita por la burbuja es la obtenida en otros trabajos similares,
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Figura 6.15: Evolución de la burbuja en el seno de un fluido viscoso. Instantes de
tiempo 1 (a), 50 (b), 100 (c), 150 (d), 200 (e) y 220 (f).
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como por ejemplo Chessa y Belytschko [2003], para condiciones similares de

viscosidad relativa entre los fluidos. El campo de velocidades en un instante interme-

dio de la simulación se muestra en la figura 6.16. Debe destacarse en este caso que

el campo de velocidades en la burbuja aparece algo distorsionado debido a la inesta-

bilidad que presenta el algoritmo para viscosidad muy baja. En este caso se acentúa

el carácter hiperbólico de las ecuaciones de la dinámica de fluidos (6.2.15)-(6.2.16)

También debe notarse que el propio movimiento de los nodos, partiendo de la

parte superior de la burbuja y fluyendo hacia la parte inferior, provoca que la dis-

cretización de la zona superior de la geometŕıa de la burbuja pierda calidad conforme

avanza la simulación (véase por ejemplo la figura 6.17). Con todo, este problema

puede resolverse fácilmente incrementando el número de nodos empleados en la si-

mulación o bien mediante un refinamiento adaptativo.

6.7 Conclusiones

En este caṕıtulo se ha presentado una metodoloǵıa Lagrangiana actualizada

para la simulación de la Dinámica de Fluidos cuya principal ventaja es su sencillez.

El algoritmo descrito está basado en el uso del método de las caracteŕısticas y un es-

quema expĺıcito. Este tipo de algoritmos presenta una problemática clara, derivada

del uso de algoritmos expĺıcitos, por un lado, y del uso del método de las carac-

teŕısticas, por otro. Como se ha visto en el ejemplo anterior, cuando la viscosidad

del fluido se acerca al ĺımite no viscoso aparecen ciertas inestabilidades en el resulta-

do. Sin embargo, la técnica presentada se muestra robusta para valores de viscosidad

no necesariamente muy altos, como pueden ser los necesarios para la simulación del

colapso de la columna de agua.

Con todo, el algoritmo presentado explota hasta el ĺımite las caracteŕısticas del

método de los elementos naturales y su carácter de método sin malla. Se ha obtenido,

pues, un algoritmo muy sencillo para la simulación de la Dinámica de Fluidos que

se muestra robusto para un gran número de aplicaciones y que aprovecha las carac-

teŕısticas de los métodos sin malla que permiten realizar simulaciones lagrangianas

en un campo en el que tradicionalmente han dominado las técnicas eulerianas.
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Figura 6.16: Campo de velocidades en los pasos 100 y 220.
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Figura 6.17: Configuración de la nube de puntos en el paso 125.



Caṕıtulo

7

Conclusiones y desarrollo

futuro

7.1 Resumen del trabajo realizado

La juventud de los métodos sin malla hace que persistan desde su origen al-

gunos problemas que aún no han sido totalmente solventados. Uno de ellos, quizá el

que ha recibido mayor atención, es el de la imposición de condiciones esenciales de

contorno. El hecho de que la mayoŕıa de los métodos sin malla utilicen funciones

de forma de soporte circular impide la adecuada imposición de estas condiciones,

máxime cuando las técnicas empleadas son a menudo aproximantes en vez de inter-

polantes. En el caso del MEN, este problema quedó definitivamente solucionado en

Cueto et al. [2000] y en otros trabajos posteriores como Cueto et al. [2003a]

ó Yvonnet et al. [2003c].

Otro de los grandes problemas de los métodos sin malla es la pérdida de exac-

titud derivada de los errores en la integración numérica. Uno de los más importantes

avances en este sentido es la técnica de “integración nodal estabilizada” de Chen

et al. [2001a], que se aplicó originalmente al RKPM. En esta tesis se ha estudiado

la viabilidad de su uso en el contexto del MEN, con buenos resultados, como se ha

visto.

En la simulación de medios incompresibles, como pueden ser muchos fluidos, el

199
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desarrollo de aproximaciones que no sufran bloqueo numérico es una tarea primor-

dial. Este ha sido otro de los objetivos de esta tesis, concretamente en su aplicación

al MEN.

Finalmente, el desarrollo de formulaciones Lagrangianas que permitan tratar

el problema de la Dinámica de Fluidos es otro tema que, después de la irrupción de

los métodos sin malla, aparecen como una nueva posibilidad muy atractiva.

Se ha partido inicialmente del trabajo desarrollado por Eĺıas Cueto en su tesis

doctoral, titulada “El Método de los Elementos Naturales basado en formas α: Apli-

cación a la simulación de la remodelación interna de fracturas de cadera con sistema

Éxeter” (Cueto [2001]), donde se establecen las bases del método de los Elementos

Naturales basados en formas α y su aplicación a la Elastostática lineal. Tomando co-

mo base dicho modelo se ha realizado inicialmente un breve resumen de los distintos

métodos sin malla existentes en la literatura y se ha establecido la base matemática

que envuelve a dichos métodos.

La técnica de simulación numérica más desarrollada y más popular es sin

ningún lugar a dudas el método de los Elementos Finitos. Sin embargo existen dis-

tintos problemas donde estos métodos no ofrecen resultados con la deseada precisión,

o bien presentan un elevado coste en la construcción de la discretización del dominio

necesaria para su resolución, debido a la complejidad de éste. Además, el desarrollo

actual de malladores automáticos es un campo abierto en la investigación sobre to-

do en dominios tridimensionales. La simulación de procesos que presentan grandes

deformaciones y grandes desplazamientos haŕıan necesario un remallado continuo

con la utilización de la técnica de Elementos Finitos.

Con todo esto, el desarrollo y utilización de nuevas técnicas que ofrezcan nuevas

prestaciones alĺı donde el método de los Elementos Finitos demuestra una clara de-

bilidad parece coherente. Los métodos sin malla conforman una familia de méto-

dos creados bajo esta filosof́ıa, además de estar desarrollados igualmente bajo la

caracteŕıstica de no necesitar una malla computacional para realizar la simulación

numérica. Sin embargo, como suele suceder en estos casos, aparecen carencias o

problemas derivados del uso de dichos métodos. Cabe destacar de la mayoŕıa de

ellos la mala aproximación de las condiciones esenciales de contorno, o condiciones

Dirichlet, debido al carácter no interpolante (sino aproximante) de las funciones de

forma de estos métodos. Relacionado con esto, la aproximación en dominios no con-

vexos o formados por varios materiales necesita de técnicas especiales con objeto de

asegurar la conformidad de los métodos.

En los últimos años se ha venido desarrollando un método sin malla que,

siguiendo con la filosof́ıa de esta clase de métodos, viene a paliar algunas de las
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deficiencias que aparecen en dichos métodos. Este método se denomina método de

los Elementos Naturales (MEN ). Es estrictamente interpolante, con lo cual su for-

mulación e imposición de condiciones de contorno e interfaz es muy similar a la

de los Elementos Finitos. Si bien este método no resuelve todos los problemas que

plantean inicialmente los métodos sin malla, entre los que destaca claramente la

necesidad de desarrollar cuadraturas numéricas que disminuyan los errores debidos

a la integración numérica, supone un paso importante hacia la construcción de una

alternativa eficiente a la técnica de Elementos Finitos alĺı donde éstos disminuyen su

precisión. Aśı, uno de los aspectos que se tratan en esta tesis ha sido el de desarrollar

nuevas técnicas de integración numérica aplicadas al método de los Elementos Natu-

rales. Se ha observado cómo el uso de una técnica de integración nodal estabilizada

propuesta inicialmente por Chen et al. [2001a] y convenientemente aplicada al

MEN ofrece resultados altamente satisfactorios siendo además una técnica muy

apropiada para el uso de una aproximación mediante Elementos Naturales debido a

la naturaleza de la construcción de éstos, ya que están basados en la construcción

del Diagrama de Voronoi y la triangulación de Delaunay, compartiendo aśı la misma

filosof́ıa en la construcción. La extensión de la aproximación a problemas de tres

dimensiones ofrece igualmente excelentes resultados, dejando de manifiesto la ca-

pacidad del método como alternativa clara al uso generalizado de Elementos Finitos

en ciertos problemas.

En el caso de la simulación de medios incompresibles y siguiendo la misma

filosof́ıa comentada en los párrafos anteriores, se ha desarrollado también una mejo-

ra del método de los Elementos Naturales aprovechando el paradigma de la partición

de la unidad, para establecer enriquecimientos de las aproximaciones mixtas que su-

peren el bloqueo volumétrico que presentan usualmente las técnicas de Elementos

Finitos y de Elementos Naturales en sus versiones estándar. Se han presentado diver-

sos algoritmos que permiten simular con garant́ıas dichos problemas. La verificación

de la condición LBB se ha probado numéricamente, mediante un test ampliamente

generalizado y debido a Chapelle y Bathe [1993].

El último caṕıtulo se dedica a una aplicación del método a la dinámica de

fluidos. La técnica de Elementos Naturales, bajo una filosof́ıa Lagrangiana y basada

en el método de las caracteŕısticas, se comporta de una forma fiable en este tipo de

simulaciones. De nuevo, en este tipo de problemas, el MEN se muestra como una

alternativa prometedora al MEF.
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7.2 Conclusiones

La conclusión más importante que se obtiene del desarrollo de esta tesis docto-

ral es que el método de los Elementos Naturales constituye una alternativa atractiva

al método de los Elementos Finitos en la simulación en determinados casos como los

que se han comentado en la sección anterior. Se ha demostrado que el MEN es una

herramienta útil en simulaciones de medios incompresibles aśı como en problemas

derivados de la dinámica de fluidos, donde se ha presentado una novedosa técnica

de aproximación, ya no solo por la filosof́ıa empleada (se ha empleado un punto

de vista Lagrangiano) sino por la combinación con el método de las caracteŕısticas,

que ofrece propiedades muy atractivas para la técnica descrita por el MEN. Se han

obtenido resultados numéricos que aśı lo atestiguan.

Cabe destacar a su vez la alta precisión de la técnica de integración nodal

estabilizada aplicada al método de los Elementos Naturales, y su extensión a los casos

tridimensionales, siendo una filosof́ıa totalmente nodal, sin necesidad de recurrir a

una malla computacional de fondo a la hora de integrar.

7.3 Aportaciones originales

Durante el desarrollo de esta tesis se han llevado a cabo algunas aportaciones

que se pueden resumir como sigue:

Se ha demostrado que el uso de una técnica de integración nodal estabiliza-

da aplicada al método de los Elementos Naturales constituye una posibili-

dad atractiva ya que mejora notablemente los resultados que ofrece el méto-

do en sus versiones iniciales. Estas investigaciones han dado como fruto, la

publicación de diversos art́ıculos en revistas y congresos especializados, como

González et al. [2003e] o como Laguardia et al. [2002] ó González

et al. [2003c].

Se ha realizado también un estudio en profundidad del comportamiento del

MEN en la simulación de medios incompresibles, aśı como el desarrollo de for-

mulaciones enriquecidas que permiten asegurar la ausencia de fenómenos de

bloqueo numérico. Las aportaciones más relevantes en este campo se han pu-

blicado en González et al. [2003d] González et al. [2003b] González

et al. [2003a].
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Por último, se ha presentado una estrategia de análisis de dinámica de fluidos

bajo una perspectiva Lagrangiana. El MEN es un método que parece ser espe-

cialmente apropiado para este tipo de enfoques. Se observa cómo la distorsión

computacional no afecta a la exactitud de los resultados, aunque —como es el

caso— no se efectúen remallados. También en este aspecto se han producido

ya algunas publicaciones, como González et al. [2003a].

7.4 Ĺıneas de desarrollo futuro

Aunque se han desarrollado distintos aspectos que el método de los Elementos

Naturales dejaba abiertos a su mejora (integración numérica) o a su ampliación

(desarrollo de formulaciones mixtas enriquecidas), quedan aún abiertas varias ĺıneas

de investigación.

Por lo que se refiere al coste computacional, queda abierta una ĺınea de in-

vestigación atractiva para disminuir ciertos aspectos de la técnica de búsqueda de

los vecinos naturales que emplea el método, siendo muy atractiva la existencia de

filosof́ıas basadas en el uso de quadtrees (Laguardia et al. [2002]) o de octrees

(para casos tridimensionales) que recientemente se están aplicando a dichos métodos.

La filosof́ıa Lagrangiana que el MEN permite adoptar abre las puertas a su

uso en la simulación de la interacción entre fluidos y estructuras, por ejemplo. Tradi-

cionalmente, este tipo de simulaciones se realizan adoptando una perspectiva Eu-

leriana para el fluido y Lagrangiana para el sólido. Este enfoque obliga, como es

sabido, al uso de técnicas de estabilización en el fluido.

En todo caso, es obvio que el desarrollo de los métodos sin malla no se ha

terminado y quizá se pueda llegar a la creación de nuevas técnicas de aproximación

o interpolación de datos que permitan solventar los problemas que se han comentado

en su aplicación al método de Galerkin.
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Apéndice

A

Nomenclatura

Los śımbolos de esta tesis se han escogido de manera acorde con la mayoŕıa de

los textos sobre la materia. Aśı, siguiendo a Marsden y Hughes [1994], se han

utilizado caracteres itálicos para representar escalares, letra itálica o griega negrita

para representar vectores y tensores de segundo orden y letra sans-serif negrita (por

ejemplo, C) para representar tensores de cuarto orden. Los funcionales se representan

con estilo caligráfico (esto es, E). Se presenta a continuación una lista completa de

los śımbolos usados.

A.1 Śımbolos

Śımbolo Descripción

1 Tensor identidad de segundo orden (Delta de Kronecker, δij)

(·, ·) Producto interno

(·, ·)y Producto interno ponderado dependiente del punto y

| · | Medida de Lebesgue

‖ · ‖ Norma

‖ · ‖∗ Norma dual

‖ · ‖m,Ω Norma en Hm(Ω)

205
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Śımbolo Descripción

α Constante de coercitividad, parámetro de las formas α

A Conjunto de puntos.

A(x) Área de la celda de Voronoi del punto x

a Velocidad caracteŕıstica

b α-esfera o esfera de radio α

βjI Incógnitas en el método de Partición de la Unidad

B(x, r) Bola de centro x y radio r

b Vector de fuerzas volumétricas

b(·, ·) Forma bilineal

BI Matriz de derivadas de funciones de forma

B̃ Matriz de gradientes suavizada

βh Valor numérico de la condición ı́nf-sup

C0 Espacio de funciones continuas con soporte compacto

c.t.p. en Casi Todo Punto

C∞ Espacio de funciones continuas indefinidamente derivables

CH(A) Envoltura convexa del conjunto de puntos A
conv(A) Envoltura convexa del conjunto de puntos A
C Tensor de comportamiento de material

C Complejo simplicial

Cα Complejo simplicial (α-complejo)

(Cx, Cy) Coordenadas de un circuncentro

Ch Constante de estabilidad

δnm Delta de Kronecker

D Espacio de funciones indefinidamente derivables y con soporte compacto

DA Dominio del operador A

Di Operador diferencial

∆VI Volumen que rodea al nodo I

dI Separación nodal

Del(A) Triangulación de Delaunay del conjunto A
d(·, ·) Distancia Eucĺıdea

∆ Operador de Laplace

∂Ω Frontera del dominio Ω

∂b Esfera que limita b
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Śımbolo Descripción

ε Tensor de pequeñas deformaciones

E Módulo de Young

eI Error nodal

Fk,p
N Familia de funciones de aproximación en el método de nubes h-p

F Conjunto de ı́ndices

f ext Vector de fuerzas exteriores

Fk,α Conjunto de k-śımplex α-expuestos

ΦI Función de forma de un método sin malla asociada al nodo I

G Función de aproximación global

∇ Operador gradiente

∇s Parte simétrica del operador gradiente

g Gravedad

Γ Frontera del dominio

Γu Frontera esencial

Hm Espacio de Sobolev Wm,2

h(A,B) Semiplano que contiene al punto A

I Matriz identidad

Iz Momento de inercia

κ(·) Medida de Lebesgue

K Matriz de Rigidez

κ Constante de Kolosov

L1 Espacio de funciones integrables

Lp Espacio de funciones |f |p integrables

L∞ Espacio de funciones acotadas en casi todo punto

Ly Aproximación local por mı́nimos cuadrados ponderados

l(·) Forma lineal

λk k-ésimo valor propio

λ Coeficiente de Lamé

Λi Soporte del nodo i

M Constante de continuidad

Mi Momento de la aproximación

µ Módulo de cortante

NP Número de part́ıculas o nodos
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Śımbolo Descripción

n Vector normal

ν Coeficiente de Poisson

nq Número de puntos de cuadratura

NIT Número de puntos de integración

Nnb Número de nodos en la frontera natural

np Número de grados de libertad en presiones

nu Número de grados de libertad en desplazamientos

Ω Dominio del problema

Ωi Recubrimiento abierto de un dominio

Θ Funcionales que proporcionan el circuncentro de un triángulo

ωi Coeficientes de peso de los puntos de cuadratura

P Operador proyección

Π Proyección ortogonal

p Presión hidrostática

Q Conjunto de nodos situados dentro del dominio

de influencia de un punto

ρ(x) Densidad en el punto x

RX Dominio material

Rx Dominio espacial

ρ Densidad

Sk
2 Espacio métrico

S Interpolante de Shephard

sop Soporte de una función

S(x, r) Superficie de de la esfera de centro x y radio r

σT śımplex

σ Tensor de tensiones de Cauchy

S Superficie cerrada de una celda de Voronoi

Sα Forma-α

Σi Plano

Sa→b Segmento situado entre a y b

σC Vector de tensión constante

s(·) Forma lineal

TI Celda de Voronoi asociada a I
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Śımbolo Descripción

TIJ Celda de Voronoi de segundo orden

ti Triángulo

TC
I Celda de Voronoi restringida

t Tiempo

τ Tiempo

u Vector de desplazamientos

V or(A) Diagrama de Voronoi de A
V Volumen de una celda de Voronoi

VT Volumen material

Wm,p Espacio de Sobolev

W Función núcleo

WI Función radial con soporte compacto sobre

una esfera centrada en el nodo I

ξi Coordenadas de los puntos de cuadratura

X Coordenadas materiales

x Coordenadas espaciales

Ξ Coordenadas de los puntos de cuadratura

en el paso de tiempo anterior

A.2 Operadores

Se incluyen a continuación los operadores utilizados a lo largo de esta tesis,

generalmente escritos en notación tensorial simbólica y su equivalencia en notación

indicial, supuesto que se trabaja en coordenadas cartesianas.

Producto interno:

a · b aibi

Doble producto interno o contracción tensorial:

σ : ε σijεij

C : ε Cijklεkl

C : D CijklDklmn
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Producto tensorial:

a ⊗ b aibj

σ ⊗ ε σijεkl

Gradiente:

∇ψ ψ,i

∇σ σij,j

Gradiente simétrico:

∇su u(i,j) =
1

2
(ui,j + uj,i)

Parte simétrica:

sym(A)
1

2
(Aij + Aji)

Traza:

trH Hii
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shapes based Natural Element method in Solid and Fluid Mechanics. En Lecture

notes in Computational Science and Engineering aceptado para su publicación.

[2003a].
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